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ПРЕДИСЛОВЕЕ 


То несомнфнное внимане, которымъ встрЪчена наша, 
попытка составленя русской математической хрестома- 
ти, позволяетъ намъ, спустя всего годъ, предложить вни- 
манцо читателя эту вторую книгу. ЦЪль ея, въ общемъ, 
та же, что и первой: въ доступной, легкой и по воз- 
можности занимательной формЪ вводить читателя въ 
область математическихъ знанй,——въ необъятное «цар- 
ство смекалки». Какъ первая книга, такъ и эта, на- 
дЪемся, можетъ послужить недурнымъ пособмемъ для 
математическаго саморазвитчя, самодЪятельности и 
уяснешя. весьма важныхъ дисциплинъ. Лля чтешя и 
усвоешя содержашя всей почти этой книги не требуется 
никакой особой спещальной математической подготовки. 
Это— Ириометика для всьхь, чувствующихъь желаше и 
склонность къ работЪ ума. ЗдЪсь н®тъ ничего Или по- 
чти ничего, чего не осилилъ бы не только взрослый Че- 
ЛОВЪКЪ, но любой изъ юныхъ читателей, знакомый съ 
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т$ми элементами математики, которые преподаются въ 
начальныхъ и среднихъ школахъ. Многое, если не все, 
можеть здЪсь служить предметомъ бесБдъ, развлече- 
в и занят съ дЪтьми. 

Но если по общимъ ифлямъ эта книга есть про- 
должене дЪла, начатаго въ первой, то она значительно 
разнится отъ предыдущей выполненшемъ. Такъ какъ 
предпринятый трудъ является у насъ чуть ли не един- 
ственнымъ, то въ первой части составитель не особенно 
заботился о «свЪжести», если можно такъ выразиться, 
и оригинальности, во что бы то ни стало, содержашя. Та 
книга имфла прежде всего въ виду ознакомить русскую 
семью и школу съ тЪмъ только самымъ извЪстнымъ 
и распространеннымъ матермаломъ, что имфетъ уже 
давно въ своемъ распоряжеши западная школа и семья. 
Вотъ почему въ первую часть вошло довольно много 
такихъ задачъ и вопросовъ, которые иному знатоку 
могутъ показаться извфстными и шаблонными. Впро- 
чемъ, много ли у насъ такихъ знатоковъ? 

Въ этой книгЬ, какъ читатель можеть убЪдиться, 
мы поднимаемся на слБдующую, высшую ступень. Съ 
одной стороны, значительно расширяется математи- 
ческий кругозоръ, съ другой, болЪе тщательно и строго 
подбирается матерьялъ. На ряду съ легкостью, до- 
ступностью и возможной занимательностью изложеня 
составитель старается, гдЪ возможно, побудить чита- 
теля и къ научному, теоретическому взгляду на пред- 
метъ. Выясняются основы поня'Ия о числ, о свойствахъ 
и характер алгебраическихъ и геометрическихъ аксомъ, 
объ Евклидовской и не-Евклидовской геометрии, о «чет- 
вертомъ изм5реши», о н$фкоторыхь главнЪйшихъ ре- 
зультатахъ, достигнутыхъ математикой вообще, д\- 
лаются всюду, гд$ возможно, неболышя историческя 
справки... И читатель, конечно, не посфтуетъ на 
насъ, если въ настоящей книг мы, помимо общихъ 
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указаый на значеше и сущность трудовъ Н. И. Лоба- 
чевскаго, приводимъ даже сго небольшую бюграфию. 
Велиюй свЪточъ русской матсматической мысли умеръ, 
непонятый современниками, но имфетъ всЪф права на 
то, чтобы въ попыткЪ первой русской математической 
хрестомалли отнеслись къ нему съ должной данью ува- 
женя. 

Быть можеть, ничто такъ не изощряетъ и не от- 
тачиваетъ въ извфстномь отношеши математической 
смекалки, какъ умБнье разбираться въ такъ называс- 
мыхЪ «математическихь софизмахъ» и парадоксахъ. 
Паль только, что въ имБющихся у насъ книжкахъЪ 
съ попытками подобнаго сорта предлагаются просто 
самыя задачи безъ общаго, хотя бы, разъяснешя сущ- 
ности софизма. Вотъ почему этому предмету, помимо 
задачъ, посвящены и главы общаго содержаня. Лу- 
маемъ, что даже для знатоковъ софизмовъ онЪ не бу- 
дутъ лишними. Не безъ интереса также, полагаемт, 
отнесется читатель къ попыткамъ беллетристической 
обработки чисто математическихъ темъ. Помимо Э. По 
и Г. Уэльса, читатель найдетъ здЪсь главу «Въ странЪ 
чудесъ математики», составленную по мало извЪстной 
у насъ книгБ АББо\ь Е. А.: «НаЧапа; а Котапсе оё 
Мапу Онпепяюот$ Бу а Зацаге». 

Иному, пожалуй, покажется страннымъ найти въ 
концЪ книги н$сколько страницъ, посвященныхъ из- 
вЪстнаго рода «математическимь фокусамъ». На это за- 
м5тимъ, что въ область смекалки входить также умЪнье 
разбираться, продЪлываютъ ли предъ вами просто фо- 
кусъ, или же дЪйсгвительную математическую комби- 
нацию. 

Въ заключеше считаю долгомъ поблагодарить уче- 
наго лЪсовода Я. И. Перельмана за ту готовность, съ 
которой онъ длился со мной своими задачами, зна- 
ями и опытомъ при составлеви этой книги. Ему же 
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здЪсь принадлежитъ обработка главы «Математика въ 
природ» н «Новый родъ задачъ». Давнишнему. своему 
прятелю и товарищу по факультету, Н. П. Соколову, 
тоже приношу здфсь свою благодарность за ту готов- 
ность, съ которой онъ сд$лалъ пересмотръ и допол- 
нен!я главы «Новыя начала Геометри». Единственная 
попытка изложить кратко и популярно замфчательный 
мемуарь Н. И. Лобачевскаго принадлежитъ ему. Съ 
тЪмъ большимъ удовольстыемъ беремъ изъ его бро- 
шюры эту главу въ его собственной переработкЪ для 


настоящей книги. 
Августъ. 1909 г. 
С.-Петербургъ. 
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Задача, 1-я. 
ГдЪ начинается новый годъ? 


Обыкновенно спрашиваютъ, когда начинается новый годъ, и 
мало кто задается вопросомъ: гдё онъ начинается? Вопросъ 
этоть, пожалуй, можеть даже показаться нелфпымт, какой-то 
задачей-шуткой, въ род% вопросовъ: почему (по чему) птица ле- 
таеть, или отчего (отъ чего) утка плаваеть? Кажется яс- 
нымъ, что новый тодъ начинается тамъ, гдЪ онъ начинается, 
и спрашивать туть собственно не о чемъ. 

Однако, дфло не такъ-то просто, какъ кажется, и вопросъ— 
гдф, въ какомъ пункт® земного шара впервые наступаеть но- 
вый годъ, имфеть вполнф опредфленный смыслт. 

Допустимъ, что вы ветрФчаете новый годъ въ Москв». Вотъ 
бъеть двфнадцаль часовъ: въ этоть моменть въ МосквЪ насту- 
пилъ новый годъ. Но мы знаемъ, что наши нижегородсте зна- 
комые уже полчаса какъ ветрФтили новый годъ, такъ какъ въ 
Нижнемъ часы показываютьъ половину перваго, когда въ Мо- 
сквЪ льЪпадцать. Въ ОмскЪ новый годъ встрфтили еще 21 |= Ч. 
тому назадъ, въ Красноярск —цфлыхъ 4 часа тому назадъ, а 
въ Петропавловск — даже на цфлыхъ 8 часовъ ран\е. СлЪдо- 
вательно, вы сейчась встрФтили въ МосквЪ вовсе ужъ не но- 
вый годъ: вёдь ему уже, по меньшей мЪрЪ, девять часовъ, 
этому новому году 

Итакъ, новый годъ началея гдф-то далеко на, восток и от- 
туда пришелъ къ намъ. Но гдЪ, въ какомъ мфстВ земного шара 
онъ впервые явился? 'Гакой вопросъ, какъ видимъ, иметь вполнъ 
опредфленный смыелъ. И на него надо умфть отвФтить. 
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Мы знаемъ уже, что въ Петропавловск (на Камчатк?) но- 
вый годъ наступилъь на 8 часовъ раньше, чфмъ въ МосквЪ. По- 
пробуемъ подвигаться далфе на, восток, и попытаемся отыскать, 
тдф онъ начался всего ранфе. Въ Беринговомъ проливЪ онъ 
наступилъ па 11 час. раньше, чЪмт въ МосквЪ. Въ Санъ-Фран- 
циско—на 1+4 часовъ раньше, въ Чикаго— на 16 час., въ Фи- 
ладельфи—на 17 час., въ ЛондонЪ— на 20 час., вь Парвяь— 
почти на 22 часа, въ ВЪнф— на 23 часа и, наконець, вь Мо- 
сквЪ— на 24 часа! 

Мы пришли къ абсурдному выводу, что въ МосквЪ новый 
годъ наступаеть на 24 часа раньше, чфмъ въ той же Москв\ 

Недоум5ше наше еще болЪе возрастаеть, если мы будемъ 
двигалься оть Москвы на западъ. Въ тоть моментъ, когда въ 
МосквЪ только что наступиль новый годъ, вь ПетербургВ всего 
половина двЪфнадцатаго, т. е. тамъ еще старый годъ. Идя все 
далзе и далфе на западъ, мы, наконець, прибудемъ снова въ 
Москву,—и окажется, что тамъ одновременно лолженъ быть нп 
старый и новый годъ. Получается опять нелфпость, — что въ 
МосквЪ новый годъ наступаеть и въ дапный моментъ, и на 24 
часа ранЪе, и на 24 поздн%е. 

Очевидно, все это происходить велФдетье того, что земля— 
шаръ. Однако же мы знаемъ, что въ МосквЪ новый годъ на- 
ступаеть въ вполнф опредфленный моментъ, и слфдовательно 
наше разсуждеше чЪмъ-нибудь да грушить, разь мы при- 
шли въ выводу, что на одномъ и томъ же пункт новый годъ 
наступаеть три дня кряду. 

Не трудно догадаться, въ чемъ тутъ промахт. Разъ въ дан- 
ный момепть къ востоку оть Москвы новый годъ, а къ западу 
оть нея пока еще старый годъ, то, велфдстые шарообраз- 
ности земли, должна существовать гдф-то пограничная линйя, 
ак область съ старымъ годомъ оть области съ но- 
ВЫМЪ ГОДОМЪ. 

Такая пограничная лин!я на самомъ дЪлЪ п существуеть; 
положете ея опредЪляется не какими-нибудь астрономическими 
условями, а просто практикой моренлаван!я. 

ДЪло въ томъ, что затруднешя, съ которыми мы сейчасъ 
встрфтились, возникають не только въ этомь случай, но и тогда, 
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хогла ищутъ начала счета любого дня недфли. Разсужденями, 
вполн% сходными съ только что приведенными, легко убЪдиться, 
что тд\-то на земномъ шарф должна существовать лин!я, по 
одну сторону которой будеть опредфленный день педфли, —на- 
примфрь среда, а по другую —слЪдуюций, четвергъ. 

Практическая же надобность въ устаповлеши подобной гра- 
ницы, или такъ называемой демаркащонной лиши, возникла 
пзъ необходимости регулировать ведеше календаря во время 
чаванй. Известно, что при кругосвтныхь путешестияхъ съ 
запада на восток одинъ день какъ бы выигрывастся, и путе- 
шественникъ, прибыв въ исходный пунктт, считаеть на день 
боле, чЪмъ слЪдуеть; при путешестви же съ востока па за- 
падъ наблюдается обратное: путешественникъ въ счетф дней 
отстаеть оть истиннаго и кавъ бы терястъ однф сутки. При- 
чииу этого на первый взглядъ непонятнаго явленя легко рас- 
крыть, если принять во внимаше, что кругосвЪтный путеше- 
ственникъ дфлаетъ один лишей оборотъ вокругъь земной осн— 
при движенш па востокъ п, напротивъ, дфлаеть однимъ 0бо- 
ротомъ менфе — при движен на западъ "). Другими словами, 
путешествонникъ въ первомъ случаз увидить восходъ солнца, 
однихь разомъ болфе, во второмъ —менфе, нежели прозе люди, 
остаониеся па мЪетЬ. А если онъ увидитъ однимъ восходомт, 
солнца болфе или менЪе, то, слховательно, будетъ насчитывать 
въ протекшемъ времепи одифми сутками болфе или же менЪе. 
Мы знаемъ, что только благодаря этому Филеасъ Фоггъ, герой 
романа Жюля Верна «80 дней вокругь свЪта», выигралт свое 
оригинальюе пари. 

Внервые указанная особенность въ счет дней при круго- 
свЪтныхь путешествяхЪ стала извфетна посл» перваго вруго- 
свЪгнаго плаваня Магеллана. Спутитигь погиблаго Магеллана, 
(‘обастапъ-лель-Кано, при возвращенш въ Европу «привезь 
съ с0б0й» четвергъ, въ то время какъ злФеь была уже пятница 
(онъ Ъхалъ съ востока на западъ). 


1) Напомнимьъ, что такъ какъ кажущееся суточное движеню солнца, с0- 
вершается съ востока на западъ, то истинное вращене земли вокругь своей 
оси происходитъ въ, обратномъ паправленши, то-есть съ запада на востокъ. 

1+ 


4 


Съ этого времени мореплаватели начали постепенно уста- 
навливать демаркащонную линию, положене которой и теперь 
еще опредЪлено не во всбхъ пунктахъ. Ливя эта, ограничи- 
вающая области съ различными днями недфли, слЪдуеть по 
западной части Великаго оксана. Она проходитъ черезъ Берин- 
говъ проливъ, затьмъ направляется къ берегамь Японш, оги- 
басть съ запада острова Марансые и Каролинеме и идетъ да- 
лБе къ югу, огибан съ востока Филипиины, Новую Гвинею, ДАв- 
стращйсюй материкъ, Новую Каледошю и Новую Зеландию 
(см. карту фиг. 1). 

Такимъ образомъ, когда на Филиппинскихъ островахъ, ска- 
жемъ, четвергь, тогда на сосфднихь съ ними Каролинскихт, 
всего въ полусотнЪ вереть, тоть же день называется средой. 
Произошло это просто потому, что Филиппины были открыты 
голландекими морсплавателями, прибывшими еъ востока, а Ка- 
ролинсве о-ва открыты испанцами, отправлявшимися въ путь 
изъ Европы на западъ, черезъ Атлантичесый океанъ, мимо 
Южной Америки и черезь весь ВелиюЙ океанъ. 

Разсматривая карту, мы видимъ также, что подобная же 
разница въ счетЪ дней недфли наблюдается и между Камчал- 
кой и Аляской: когла на КамчалкЪ понедфльникъ, на АляскЪ 
воскресенье. 

Понятно, что это вносило бы невфроятную путаницу въ 
календарь и вызвало бы значительныя неудобства, если бы де- 
маркацюнная лия проходила не черезъ водныя пустыни Тихаго 
океана, а черезь материкъ Европы и СЪверной Америки. 

Но какимъ же образомъ эта, демаркацюонная лин помогастъ 
мореплавалелямъ регулироваль календарь? Вотъ какимъ. Когда 
судно пересфкаеть эту линию съ запада на востокъ, то слфду- 
ющий день и число мфсяца счатають за предыдупте, т. е. дважды 
очитаютъ одинъ и тотъ же день недфли и число м%еяца. Если, 
напримзръ, демаркащонная лишя была пересфчена въ среду 
14 мая, то и слфдующий день считаютъ за среду 14 мая. Въ 
судовой книгЪ, такимъ образомъ, на этой недфл% будуть двЪ 
среды и два раза подрядъ 14 мал. Благодаря этому упичто- 
жаетея лишь!й день, который «вынгрывается» при путешестви 
съ запада на востокъ. Наоборотъ, когда судно пересфкаеть де- 
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маркацюниую линтю съ востока на западь, то послЪ перес®- 
чешя пропускають цфлыя сутки, другими словами, считають 
уже слздующий день п число. НапримЪрь, если линя перес$- 
чена въ воскресенье 3 августа въ 7 часовъ вечера, то счита- 
ютъ 8-Й часъ уже пе воскресенья, а помедЪльшика 4 августа. 
Такъ наверстывается день, который былъ бы «потерянъ» при 
кругосвЪтномъ плавани. 

Само собою разумфется, что все это было продЪлано капи- 
таномъ и того судна, па которомъ плылъ герой романа, Филеась 
Фоггъ. Если бы педантичный апгличанинъ не быль такъ ногло- 
щенъ своимъ пари и обращалъь внимаше на окружающее, а 
папвный Наспарту пе воображалъ, что часы его идуть «врнЪе 
солнца»,—то, конечно, они пе могли бы проглядЪфть того, что у 
нихь пятница, когда кругомъ всего еще только четвергъ. 

Теперь мы уже знаемъ, гдё начинается новый годъ, гдф за- 
рождаются дни, иедфли, м$еяцы. Тамъ, далеко, па островахъ 
Тихаго океапа они впервые отдфляются оть вфчности п без- 
звучно опускаются на нашь земпой шаръ. А оттуда быетро- 
быстро, со скоростью пятнадцати градусовъ въ чась, они бЪгуть 
легкою тфнью по землЪ, одинъ за другимъ, ноефщая ве пункты 
нашей планеты. И обфжавъ кругомтъ земной шартъ, опять во3- 
вращаются къ этой границ%, чтобы здфеь покинуть землю п 
снова уйти въ вфчность-—увы!.. навсегда. 

Если вы теперь въ состоянит правильно рфшить задачу, гдЪ 
начинается новый годъ, то, вЪроятно, разберетесь и въ слду- 
ющемъ вопросф. 


Задача, 2. 
Три воскресенья на одной недлБ. 


Можеть ли на одной недфлЪ быть три воскресенья? Мы 
знасмъ, что у нфкоторыхъь людей бываеть ‹«еемь пятницъ па 
одной недфяф>. Но бываетъ ли три воскресенья? 

ВмЪсто отвЪта предлагаемъ читателю прочесть слфдуюций 
небольшой остроумнияй разсказъ знаменитаго американскаго пнеа- 
теля Эдгара По, — разсказт, который мало кому извфетент, п 
который такт и называется: 


«Три воскресенья на одной недълть». 


«Ахь ты, упрямый старикашка!» —мысленно обратился я 
однажды въ дядз Ремгеджеру, гнЪфвно сжавъ кулакъ (тоже, впро- 
чемъ, лишь въ мысляхъ). 

Да, только мысленно. На самомъ дфлЪ то, что я думалъ, 
нЪеколько отличалось отъ того, что я дфйствительно исполнилъ. 
Когда я открылуъ дверь въ комналу дяди, старикъ сидфлъ, вы- 
тяпувъ ноги къ камину, держа кружку сь пивомъ въ рукахъ, 
п добросовзети йшимъ образомъ псполнялъ совфть старой пфсни: 


Наполняй пустой бокалъ, 
Полный—выпивай до дна! 


— Дорогой дядя, —— началь я, тихо притворивь дверь его 
комнаты и подходя къ нему сь сладкой мпной, — вы всегда 
были ко мнЪ такъ расположены и столько разъ доказали свою 
доброту, что я не сомнЪфваюсь въ вашей помощи и на этотъ разъ. 

— Продолжай, мальчикъ, продолжай!-—процфдилъ дядя. 

— Я убЪжденъ, дорогой дядя (чтобъ тебя, стараго скрягу!), 
что вы не станете серьезно противиться моей женитьбЪ на Вэтъ. 
Вы вЪдь только шутили, не правда ли? О, вы такой шутникъ, 
дядюшка, ха-ха-ха! 

— Ха-ха-ха! — подхватилъ дядя.— Воть это правда, чортъ 
побери! 

— Ну, воть, я такь и зналъ! Д теперь, дорогой дядя, яи 
Кэть ждемь оть васъ только указаня... относительно срока... 
Словомъ сказать, дорогой дядюшка, на когда, по вашему мн%- 
ню, всего удобнЪе будеть назначить нашу свадьбу? 

— (Свадьбу? Какую? Воть еще повости! И думаль не смЪй 
объ этомы 

— Ха-ха-ха! Хо-хо-хо!.. Хи-хи-хи-хи... Это славно! Милый 
дядюшка, какой вы весельчакт! ‘'Тенерь остается только точно 
назначить день... 

— А? Точно назначить? 

— Да, дядюшка, если будете такъ добры... 

— Ты хочешь точно знать срокъ? Хорошо, Бобби, такъ п 
быть, ублаготворю тебя. 


8 


— Ахь, милый дядющка|.. 

— Погоди. Итакъ, я изъявляю полное согласе. Сегодня вос- 
кресенье, да? Хорошо-ст. Такъ слушай же: можешь вЪнчаться 
съ Йэть, ну, когда бы?.. Когда будеть три воскресенья сряду 
на одной педл! Чего ты глаза вынучиль? Говорю же тебЪ: 
свадьба твоя будетъ, когда три воскресенья придуть еряду на, 
одной недЪфлЪ. Чи однимъ днемъ раньше! Ты знаешь меня, слово 
мое неизмнно. А теперь провалпвай! 

И оиъ снова принялся за свое пиво. Я же въ отчаян вы- 
ОЪжалт, изъ комнаты. 

Дядя мой, Ремтеджеръ, былъ, что называется, очень милый 
старичокъ, но имфлъ свои странности. Будучи добродущент по 
натурЪ, онъ, благодаря страсти иротиворЪчить, приобрЪль среди 
многихЪ, не знавшихъ его близко, репутащю скряги. Въ него 
словно вселился бЪеъ отрицатя, и на каждый вопроеъ онъ 
спЪшилъЪ отвфтить «нфты» Но въ конц концовъ, нослВ долгихъ 
переговоровъ, никогда почти не случалось, чтобы просьба оста» 
валась неисполненной. Мало кто дЪлалъ столько добра, сколько 
дфлалъ онъ—и вЪ то же время такъ неохотно, какт онъ. 

Оставшись сиротой послЪ смерти моихъ родителей, я все 
время воспитывался и жилъ у старика дяди. Можетъ быть, по- 
своему чудакъ п любиль меня, хотя не такъ, какъ свою внучку 
Кэтъ. Сь перваго же года онъ частенько дралъ меня, съ пяти 
лЪть до пятнадцати — стращалъ исправительнымъ домом; съ 
пятнадцали до двадцати— ежедневно грозилъ выгнать меня безъ 
койки денегъ. Зато я пмфлъ вфрнаго друга въ Вэть. Она 
была прелестная дЪвушка п премпло заявила мнЪ, что стапеть 
моей, со всфмъ свопмъ приданымъ, какъ только я уговорю 
ея дфдушку Ремгеджера. Б%дияжекЪ было всего шестнадцаль 
лЪть, и до совершеннолЬчя она не въ прав была распоря- 
жалься свопмъ капиталомъ безъ согласля дла. Но дЗдушка, оста- 
вался непоколебимъ, несмотря на вс наши мольбы. Самъ би- 
блейскй Товъ возропталь бы при видЪ того, какъ онъ изд\- 
валея надъ нами, словно котъ надъ мышами. Въ глубин души 
дфдушка былъ доволенъ нашимъ ршенемъ и охотно выложиль 
бы десять тысячъ фунтовъ изъ собственныхъ средствъ, если бы 
Кэть не имфла приданаго. Но ему нужент быль благовидный 
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предлогъ, чтобы уступить нашимъ мольбамъ. Наша ошибка со- 
стояла въ томъ, что мы вздумали сами хлопотать о своей свадьбЪ, 
а при такихъ обстоятельствахь дфдушка положительно не въ 
силахъ былъ не оказаль намъ противодЪфйствя. 

Дядя считалъ безчестемъ отстунать отъ разъ даннаго слова, 
но за то готовъ былъ толковать емыслъ вкривь и вкось, лишь 
бы остатьея вфрнымъ букв. Вотъ этой чертой и воспользова- 
лась лукавая Вэть вскорЪ послЪ моего знаменательнаго разго- 
вора съ дядей. 

Разскажу вкратц®, какъ это произошло. СудьбЪ угодно было, 
чтобы среди знакомыхъ моей невфеты были два моряка, нс- 
давно возвративнцеся въ Англю послЪ кругосвЪтнаго плава- 
вя. НедЪли черезь три посл памятнаго разговора, въ воскре- 
сенье поелф обфда я вмЪстЪ съ этими моряками зашелъ ЕЪ 
дядЪ въ гости. Около получаса мы говорили о разныхъ без- 
различныхъ вещахъ, пока разговоръь нашъ не принялъ такое 
направленге: 

КАПИТАНЪ ПРАТЪ. ЦФлый годъ пробыль я въ плавани. 
Ей-Богу, сегодня какъ разъ годовщина моего отъззда. По- 
мните, м-ръ Ремгеджеръ, какъ я пришель къ вамъ прощаться 
ровнехонько годъ тому назадъ? И замЪфчалельно, что туть же 
сидить напь праятель Смисертонъ, который тоже вЪдь нропла- 
валъ цфлый годъ. 

КАПИТАНЪ СМИСЕРТОНЪ. Да, годъ безъь малаго. Помните, 
м-ръ Ремтеджеръ, какъь я зашелъ къ вамъ проститься? 

дядя. Еще бы! Въ самомъ дЪлВ поразительно— оба вы про- 
падали ровно годъ. Зам чательное совпадеше. 

кэтъ. ТЪмъ болЪе, что капитанъ Праль и капитань Сми- 
сертонъ фхали совезмъ разными путями: первый обогиулъ мысь 
Доброй Надежды, а второй—мысъ Горнъ. 

дядя. Воть именно. Одинъ держалъ путь на востокъ, дру- 
гой—на западъ, и оба Зхали кругомъ земного шара. 

я [быстро Не зайдете ли, господа, завтра посидфть съ 
нами вечерокъ? Поговорили бы 0 вашихь странствованяхт, 
сыграли бы въ висть и... 

КАПИТАНЪ ПРАТЪ. ВЪ вистъ? Вы вЪрпо забыли, что завтра 
воскресенье. Въ другой день я готовъ... 
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кэтЪъ. Да что вы? Роберть не такой ужъ гр№шиикъ. ВтЪдь, 
воскресенье-то сегодня! 

дядя. Ну, конечно. 

КАПИТАПЪ СМИСЕРТОНЪ. О чемъ туть спорить, господа. 
Да, вЪль, вчера же было воскресенье! 

дядя. Воскресенье сегодня. Не понимаю, какъ можно этого 
не знать! 

КАПИТАНЪ ПРАТЪ. Ничуть не бывало! Воскресенье завтра! 

КАПИТАНЪ СМИСЕРТОНЪ. Да вы, господа, съ ума сошли, 
право! Воскресенье было вчера—я такъ же увфренъ въ этомтъ, 
какъ и въ томт, что снжу здЪсь передъ вами! 

КЭТЪ [громко]. Ну, дЪдущка, теперь вы попались! Капитанъ 
Смисертонъ утверждаеть, что воскресенье было вчера—и онъ 
правъ. Вузень Бобби, вы и я утверждаем, что воскресенье 
сегодня—и мы правы. Вапитанъ Прать заявляеть, что воскре- 
сенье завтра——и онъ тоже правъ. Мы всЪ правы, и воть вамъ 
три воскресенья на одной недЪлЪ! 

КАПИТАНЪ СМПСЕРТОНЪ [посл паузы]. Воть разсудила пра- 
вильно. Каме мы съ тобою дураки, Праты Д%ло, видите ли, 
воть въ чемъ, м-рь Ремгеджеръ. Земля имфеть въ окружпо- 
сти, какъ вы знаете, 24 тыс. миль и обращается вокругъ осп, 
съ запада на востокъ, дЪлая полный оборотъь въ 24 часа. На 
одинъ часъ приходится, слдовалельно, тысяча миль. Такъ вфдь? 

дядя. РазумЪотся, такъ. 

КАПИТАНЪ СМИСЕРТОНЪ. Теперь вообразите, что я отплы- 
ваю на тысячу миль къ востоку отсюда. Легко понять, что я 
долженъ буду увидфть восходъ солнца ровно на часъ раньше, 
нежели вы здфсь, въ Лондон$. Если я въ томъ же направле- 
ни профду еще тысячу миль, 10 увижу солнце на два часа 
раньше васъ; еще черезь тысячу миль—на три часа и т. д., 
пока не объфлу кругомъ всего земного шара и снова не вер- 
нусь сюда. И здфеь, профхавъ 24 тысячи миль, я увижу вос- 
ходъ солнца на цфлыя сутки раньше, нежели вы; другими ело- 
вами—я буду считать на одни сутки меньше, нежели вы. Дру- 
гое дЪло капитанъ Прать: профхавъ тысячу миль къ западу, 
онъ видЪфль восходъ солнца часомъ поздифе ваеь а прожхавъ 
всЪ 24 тысячи миль, отсталь оть Лондона въ счетЪ времени 


11 


на цфлыя сутки. И воть почему для меня воскресенье было 
вчера, для васъ— сегодня, а для м-ра Прата—будеть завтра. 
Очевидно, мы вс правы, и нфть основалий считать, что кто 
нибудь изъ нась болфе правъ, нежели друме. 

дядя. И то правда! Ну, Вэть п Бобби, торжествуйте, я 
попался. Но я никогда пе измфняю своему слову. И если три 
воскресенья случились на одной недЪлЪ, то знай, мальчуганъ, 
что можешь получить приданое и все прочее, когда хочешь. 
ДЪло вь шлянЪ, чорть побери 


На этомъ разсказь По кончается. Выходить, стало быть, 
что па одной недфлЪ возможны три воскресенья кряду. Ча са- 
момъ же дЪлЪ моряки провели упрямаго дядю, который, в?- 
роятно, не слишкомъ спленъ быль въ астрономии. Объясненля 
капитана, Смисертона, совершенно правильны, по онъ умолчалъ 
объ одномъ важномъ обстоятельствЪ: о поправкЪ календаря при 
перес№чени: демаркацюнной лин. Пересфкая ее на свойхъ 
судахъ во время плаваня, капитать Прать долженъ быль 
одинъ день считать дважды, а капитань Смисертопт— одинЪ 
депь пропустить; вслЪдстве этого возстановилось бы единство 
премяисчисленя, какъ мы это уже знаемь изъ предшествую- 
щей главы. 

Такъ что, въ концЪ концовъ, болфе одного воскресенья на 
одной недЪлЪ быть не можетъ. 


Задача, 3-я. 
Опредблене направленя съ помощью карманныхъ часовъ. 


Съ помощью карманныхъ часовъ въ солнечный день можно 
опред$лить всегда съ достаточной для житейской практики точ- 
постью ве четыре «страны свЪта», т. е. точки сЪвера, юга, во- 
стока и запада горизонта. Снособъь этоть настолько прость и 
легко объяснимъ, что остается только удивляться, какъ онъ не 
получиль еще всеобщаго распространения. Опредфлеше напра- 
влешя заключается въ сллующемъ. 


Повернуть циферблать карманныхть часовъ, держа 
ихъ горизонтально такъ, чтобы часовая стрЪлка была 
направлена вт, сторону солнца. Тогда точка на окруж- 
ности циферблата, лежащая посрединЪ между показа- 
немъ часовой стрЬлки въ этогь моменть и числомть ХИ, 
покажеть вамъ паправлене къ югу. 

Такъ, напримфръ, если часовая стрфлка показывасть 4 часа, 
то, направив ее въ солицу, найдемъ, что средняя точка между 
ноказашемъ часовъ (4) и ХИ-ю будеть совпадать съ точкой 
циферблата, указывающей два часа. Эта точка и опредфлить 
югъ горизонта, противоположная ей по направлено дасть с%- 
веръ, налфво, слФдовательно, будеть востокъ, а направо — 
западъ. 

Предыдущее правило можно свести и па такое: 


Найти на окружности циферблата срелнюю точку` 


между показашемь часовой стрфлки и точкой ХП-ти 
часовъ; направить эту среднюю точку къ солнцу — 
тогда точка циферблата съ отмЪткой дв$надцати ча- 
совъ и укажетъ южное направлене. 

Если часы, напр., указывають 4 часа, то направить точку 
циферблата съ показашемъ П часа па солнце. ‘Тогда лишя, 
проведенная изъ цептра часовь къ ХИ-ти, и будеть полуден- 
ной лишей, т. е. паправлепной къ югу. 


Доказательство. 


Для доказательства стопть только вепомнить, что въ 12 ча- 
совъ (полдень) солнце, часовая стрфлка и точка на циферблат, 
отмфчениая цифрой ХП,— вс опи лежать въ одной лнши, нал 
правленной къ югу («на полдень»). Вселфлъ затЪмъ и солнце, 
и часовая стрфака двигаются въ одинаковомъ направлен. Но 
стр$лка часовъ совершаеть свой полный обороть вт, 12 ча- 
совъ, а солнце въ 24 часа, т. е. въ вдвое больший промежу- 
токъ времепи. Отсюда и вытекають данпыя выше правила. 

Замёчане. Само собою разумфется, что полученное указан- 
нымъ путсмъ опредфлеше паправленя ие будетъ вполн точно. 


. 
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Ошибка получается потому, что мы помфщаемъ часы въ пло- 
скости горизонта, вмЪсто плоскости эклиптики, и кромЪ того не 
принимается во внимаше разница между истиннымъ солнеч- 
нымъ временемъ и такъ называемымь среднимъ временемъ. Но 
для тфхь чисто практическихь цфлей, которыя преслфдуются 
при примфнент указаннаго выше правила, получаемые резуль- 
таты совершенно достаточны. 

Если бы вмЪсто сфвернаго мы находились на южномъ полу- 
тарш земли, то указанное выше правило соотвфтственно ви- 
доизмфнилось бы,—а именно въ этомъ случа?: 

Если точку, обозначенную на циферблать часовъ числомъ 
ХИ, поверпуть къ солнцу, то равнод$лящая угла между пока- 
зантемъ часовой стрфлки и точкой съ числомъ 12 покажеть 
направлеше къ сЪверу. 


Задача, 4-я. 
Сколько воды въ бочнф? 


Лвое заспорили о содержимомъ бочки. Одинъ спор- 
щикъ говориЛЪ, что воды въ бочкБ болфе, чфмъ на 
половину, а ДРугой утверждалъ, что меньше. Какъ 
убЪлиться, кТОо правъ, не употребляя ни палки, ни вс- 
ревки, ни вообще какого-либо приспособлешя для изм$- 
реня? 


Фиг. 2. 
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Рфшешве. 


Это не задача-шутка, а настоящая геометрическая задача, 
хотя и рЪшается до смЪшного просто. Рфшен!я подобнаго рода 
задачь заслуживаютъ всегда того, чтобы надъ ними подумать. 

Воть рфшеше этой задачи. Еели бы вода въ бочк% была 
налита ровно до половины, то, наклонивъ бочку такъ, чтобы 
уровень воды пришелся какъ разъ у края бочки, мы увидфли 
"бы, что высшая точка дна находится также на уровни воды. 
Это ясно изъ того, что плоскость, проведенная черезь даме- 
трально противоположныя точки верхней и нижней окружно- 
стей бочки, дфлить ее на двЪ равныя части. Если вода налита 
менЪе чфмъ до половины, то при такомъ же наклоненти бочки 
должешгь выступить изъ воды больший или меньший сегментъь 
дна. Наконець, если воды въ бочкЪ болфе чЪмъ половина, то 
при наклонеши верхняя часть дна окажется -подъ водой. 

Такимъ образом воиросъ рЪфшается правильно безъ вся- 
кихъ измфрентй. 


Задача, 5-я. 
Вресть обратить въ квадратъ. 


Крестъ, составленный изъ пяти квалратовъ, тре- 
буется разрЪзать на такя части, изъ которыхь можно 
было бы составить одинъ равновелиюЙ кресту по 
площади квадрать? 


Ршен:е. 


На прилагаемыхь чертежахъ читатель найдетъ два рфшешя 
этой задачи: одно старое ') (фиг. 8) и одно, предложенное въ 
новфйшее время (фиг. 4). Второе рфшеше столь же просто, 
сколь и остроумно: задача рфшается проведешемт всего двухъ 
прямыхъ лин. 


1) Ср. задачу 64-ую 1-ой части этой книги, 


Задача 6-я. 


Коврикъ. 


У очной дамы былъ прямоугольный коврикъ раз- 
мфрами 36Ж27 дюймовъ. Лва противоположных угла. 
сго истрепались,— пришлось ихъ отрЪзать въ видБ 


Фиг. 5. 


треугольныхъ лоскутковъ, зату- 
шеванныхъ на нашемъ чертежЪ 
(фиг. 5). Но дамЪ, все же, хо- 
тЪлось имбть коврикъ въ формЪ 
прямоугольника. Она поручила, 
обойщику разр$зать его на таюя 
двЪ части, чтобы изъ нихъ можно 
было сшить прямоугольникъ, не 


теряя, конечно, ни кусочка матери. Обойщикъ испол- 


нилъ желане дамы. 


Спрашивается, какъ ему удалось это сдЪлать? 


Ръшен!е. 


РЪшене задачи видно изъ прила- 
гаемаго чертежа (фиг. 6). Если зубча- 
тую часть А вынуть изъ части Би 
затЪмъ снова вдвинуть ее между 
зубьевь части В, перемфетивъ на, 
одинъ зубъ вправо, то получится без- 
укоризненный прямоугольникъ. 


Фиг. 6. 


17 


Задача 7-я. 
Оригинальное доказательство. 


Всяюй, проходивпий геометрию, знаеть, что сумма угловъ 
треугольника равна двумъ прямымъ угламъ, 

Но мало кому извЪостно, что эта основная теорема, на кото- 

рой зиждется все стройное Евклидово здаше, можеть быть «до- 
казана» съ помощью простого лоскутка бумаги. 
» Мы ставимъ слово «доказана» въ кавычкахъ, потому что, 
собственно говоря, это не доказательство въ строгомъ смысл 
слова, а скорфе лишь наглядная демонстращя. Но, все же, этотъ 
остроумный премтъ, приду- 
мапный Томомъ Титомъ, 
очень любопытепъ и поучи- 
теленъ. 

Выр$зають изъ бумаги 
любой формы треугольник 
п перегибаютъ его сначала 
по лини АВ (фиг. 7). За- 
тЪыъ, снова разогнувь бу- 
магу, перегибаютъ  тре- 
угольникь но лини СО 
такъ, чтобы вершина 4 по- 
пала въ точку В. Пере- 
гпувъ затфмъ треугольникъ 
по лимямь ЮН и СС и получивь прямоугольникь СЯН, 
мы наглядно убЪждаемся, что вс три угла треугольника (1, 2, 3) 
составляють въ сумм два прямыхъ. 

Необычайная наглядность и простота этого према позво- 
ляеть познакомить даже дЪтей, не изучающихъ геометрии, съ 
одной изъ ея важнЪйшихъ теоремъ. Для знающихъ же геоме- 
трйю онъ представляеть интересную задачу— объяснить, почему 
такое сгибаше бумажнаго треугольника всегда даетъ желаемый 
результатъ. Объяснить это не трудно, и мы не хотфли бы ли- 
птить читателя удовольствия самому подыскать геометрическое 


основане этого своеобразнаго доказательства. 
ВЪ ЦАРСТВЪ СМЕВАЛКИ. - 2 
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Задача, 8-я. 


Вычерчиване циркулемъ овальныхъ лин. 
Р.шеве. 


Для вычерчивашя по плоскости замкнутыхъ овальныхь 
кривыхъ, извЪстныхь подъ именемъ эллипсиеовъ (или эллии- 
совъ) существуеть спещальный приборъ, такъ называемый 
эллипсографт. Но можно получаль овалы правильной формы 
й безь этого сложнаго и дорогого прибора— просто еь помощью 
циркуля, если только прибЪгнуть къ небольшому ухищрентю, 
о которомъ даеть поняте настоящёй рисунокъ (фиг. 8). 


Фиг... 8. 


Обверните цилиндрь бумажкой и начертите циркулемъ 
замкнутую кривую на этой цилиндрической поверхности. Раз- 
вернувъ затфмъ бумажку, вы убЪдитесь, что начертили пе 
кругьъ, а оваль, тЪмъ болфе вытянутый, ч$мъ меньше радует, 
цилиндра по сравнешю съ растворешемъ циркуля. 

Такимъ практическимъ способомъ вычерчиванья оваловъ 
часто пользуются въ различныхъ мастерскихъ, хотя среди чер- 
тежниковъ и рисовальщиковъ онъ сравнительно мало извЪстелъ. 
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СлЪдуеть имфть въ виду, однако, что получаемый такпагь 
премомъ овалъ не есть, вообще говоря, эллинеъ въ собствен- 
номъ смысл этого слова, какъ бы велико ни казалось сход- 
ство. Получаемый оваль есть кривая пересЪчешя шара и ци- 
линдра, т. е., говоря математически, —кривая 4-го порядка. 

Не трудно убфдиться также въ томъ, что вычертить сплош- 
ной овалъ указаннымъ нами путемь возможно только въ томъ 
случа, если радлусъ взятаго нами цилиндра больше половины 
растворентя циркуля. 

Задача, 9-я. 


Теорема Пивагора, 


Посредствомъ плитокъ домино доказать Пиеаго- 
рову теорему '). 
Рфшен!е. 
Сложите плитки домино такъ, какъ показано на нашемъ 
рисунЕ$ (фиг. 9). Вы убЪдитесь, что квадрать, построенный 
на гипотенузЪ, состоитъь изъ 25-ти мелкихъ квадратовъ, а ква- 


Фиг. 9. 


)) "Г. ©. что площадь квадрата, постросннаго на гипотенузЪ прямоугольнаго 
треугольника, равна суммЪ площадей квадратовъ, построснныхъ на сго катетахъ. 
9+ 
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драты, построенные на валетахъ, — соотвЪтственно изъ 9 и 16-ти 
такихъ же мелкихъ квадратовъ. А такъ какъ 25 =9 | 16, то 
теорсма «доказана» (прямоугольность треугольника пов\ряется 
прямымъ угломъ какой-пибудь костяшки пли группы иху,. 

Само собою разумФется, что это не доказательство, а лишь 
наглядная иллюстращя, да и то пригодная лишь для тЪхъ 
случаевъ, когда вс три стороны прямоугольнаго треугольника, 
выражаются цфлыми числами. Въ данномъ случаф для сторонъ 
треугольника имфемь числа 3, 4 и 5. Такихь чисель, впро- 
чемъ, есть сколько угодно, какъ читатель можеть убфдиться 
изъ пояснетй къ слёдующей задач». 


Задача, 10-я. 
Египетская задача. 


Съ помощью веревки въ 12 единицъ длины по- 
строить прямоугольный треугольникъ. 


Р\шеше. 


Задача эта извЪстна издревле также подъ названемъ «пра- 
вила веревки». 

На веревкВ отм?®ривались три послЗдовательныхь отрЪзка, 
длиною въ 3, 4 и 5 единицъ длины. Еели, теперь, соединить 
концы этой веревки п натянуть ее 
на третьемъ и седьмомъ дфленш, то 
получиться прямоугольный треуголь- 
никъ (фиг. 10). 

Премомъ этимъ пользовались еще 
древше егинтяне при ностройк® пи- 
рамидъ. Быть можетъ, поэтому еги- 
иетское слово для назватя землемт- 
ровъ въ дословномъ переводф значить 
«вытягиватель веревки». Нынфшн!е землемфры для полученя 
прямого угла также приб?фгають къ подобному пруему, отм чая 
на своихь землемфрныхь цфияхъ такую комбинацию изъ трехъ 


Фиг. 10. 
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цфлыхъ чиселъ, которая выражала бы длины сторонъ прямо- 
угольнаго треугольника съ соизмримыми сторонами. 

Чиела эти должны удовлетворять условю Пиоагоровой тео- 
ремы, т. е. сумма квадратовь двухъ изъ нихъ должна быть 
равна квадрату третьяго числа. Взятыя выше цфлыя, числа, 3, 
4, 5 удовлетворяють этому условию: 33 -|-4* ==52. Но легко 
влдфть, что подобныхъ чисель можно найти, сколько угодно. 


Вс эти такъ называемыя Пиеагоровы числа заключаются 
въ тождественномъ равенствЪ, которое каждый легко можеть 


провЪфрить: 
Е 52 ой т а? — 62 2 
м 


а? — 6? фа 
——5 — дають катеты, а 
отвфтствующую имъ гипотенузу. 

Если вмфето & и В подставлять два любыхъ нечетныхъ и 
первыхъ между собой числа, то и будемъ получать различные 
требуемые треугольники и при томъ таве, что стороны одного 
не будуть кратными сторонами другого какого-либо треугольника. 

Тавя же Пиеагоровы числа можно получать и на оено- 
ван тождества, 


(1? — 12) -- (2 тп) = (т? -- и, 


подставляя сюда вместо т и я кая угодно цфлыя чиела. 
Если же мы желаемъ избЪжать кратныхъ груплъ или повто- 
ревя вида треугольниковъ, то числа надо брать первыя между 
собой и одно четное, а другое нечетное. 

Воть небольшая табличка части Пиоагоровыхъ чиселъ, р?- 
пающихъ египетскую задачу: 


ЗдЪфеь, значить, аб и 


3, 4, 26 
5, 719, 318 
и 395 
9, 40, 41 


1 60, 61 
13, 84, 85 
т 8 м 
10; 112, 5 
17, 144, 145 
19, 180, 181 
ЗИ, 90. 99 
27, 36, 45 
35. 90.005 
35, 19 37 
39, 80, 89 
45, 28, 53 
45, 108, 117 
51, 140, 149 
55, 48, 73 
57, 176, 185 
63, 16, 65 
65 9 
75, 100, 125 
77, 36, 85 
85, 132, 157 
91, 60, 109 
95, 168, 193 
99, 20, 101 
ИИ. 


Начатки математики на НилЪ. 


Упоминане о египетскомъ треугольникЪ, сд$ланное въ пре- 
дыдущей задачЪ, заставляетъ насъ сдФлать маленькую экскурсю 
въ область истори. Можно считать несомннно установленнымт, 
что древые египтяне обладали знатемъ многихъ математи- 
ческихъ фактовъ и ум$ньемъ производить нфкоторыя матема- 
тичесая дЪйствя настолько давно, насколько только мы мо- 
жемъ проникнуть въ глубину вЪковъ этой древнйшей цивили- 
защи на землф. Пиоагорова теорема въ приложети къ равно- 
бедреннымъ прямоугольнымъ треугольникамъ (оба катета, равны) 
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была извфетна имъ съ незапамятныхъ временъ. 'Треугольликомъ 
с0 сторонами 8, 4 и б пользовалиеь строители древнйшихь 
пнрамидъ и храмовь для полученя прямого угла. Одинъ изъ 
дошедщихъ до нась египетскихъ папирусовъ писанъ за 1700 лЪть 
до Р. Х. на основаши египетскихъь же писашй за 8000 лЪть 
и болфе до Р. Х. Вь немь уже содержался нЪкоторыя ариеме- 
тическля задачи, таблица дробей н ршене просгзйшихъ урав- 
нен!й, гдф неизвфетное обозначается знаком хау (хипшъ). Суще- 
ствуеть мнЪше, будто ариометика (особенно — начатки ея) есть 
самый старЪйний изъ членовъ великой семьи математическихт 
наукъ. Но трудно, какъ-либо убфдительно доказать эту мысль. 
Начало алгебры и геометрш также скрываются въ таинствен- 
помъ мракф доисторическихь судебъ человЪчества. 

Всюду, глЪ только мы въ состояши приподнять завЪфсу падъ 
драмой человфческой истори отдаленнЪйшихь вЪковъ, мы ви- 
димъ, что люди уже считають, уёшають уравневя 1-ой степени 
и прилагають простьйшие случаи Пиеагоровой теоремы. 


Задача, И-я. 
Численный кругъ пиеагорейцевъ. 


Этоть «Стешиз Рубфасоттсиз» находится въ сочиненш одного 
изь учениковъ Писагоровой школы Ямвлика, жившаго въ ГУ-мт 
вфкф посл Р. Х.'). Воть въ чемь состоить этоть вругъ. 

Будемъ писать по кругу рядъ послфдовательныхъ 
чиселъ отъ т до какого-либо числа, т. е. рядъ чиселъ 
Г, 2, 3, 4,... И. Дойдя до этого напередъ заданнаго 
себЪ числа и, продолжаемъ писать по кругу тБ же 
числа, но въ обратномъ уменьшающемся порядкЪ, пока 
не напищемъ опять единицу, —т. е. пишемъ: й— Г, 


1) аш Иеиз Съйсеня ех Соше-Зума ш №котасВ: бегазишт Ат тейсат 
шгодосбопеш её де Раю. М№ипе ргиишиа едаз, п 1ашаш зегтопет сопуегзиз, 
поз регреёоз Шизтгавиз а Башие!е Терпио. Ассе Тоасвии! Сажтегаки. 
ЕхрИсаю ш @и08 Шхоз №Меощшасв, сиш шее гого © уегрогии 10сирейз- 
во, Агивевцае. Роза арий Зав. Еенаю Назниа. Оахешгае фурз 9- 
с рэ \УИЩелиз Зуев СтСЕССРХУ Ш (1668). 
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й— 2.....2, т. Тогда сумма всЪхъ чиселъ, написанныхЪь 
въ кругЪ, даетъ квадратъ числа п (т. е. число п умно- 
женное само на себя). 

Такт, наир., если желаемь найти квадрать 7, иишемь (фиг. 11): 


3 ТБ 8 56 

2 6 2 7 
1 
1 Я - 
1 1 ьз 
6 
2 2 1 
3 
а. № 
Фиг. Ш. Фиг. 12. 


Сложнивъ веЪ числа этого круга, дЪйствительно, получить: 
49 — 93, 

Для числа, наир., 9 будем имфть кругь (фиг. 12), сумма 
чиселъ котораго равна 9 — 81 ит. д. 


Доказательство. 


Для какого бы то ни было числа я этоть плоагорейсый 
кругь можно представить такъ 
123 Е 
ао не 
Т. е. получается два одинаковыхьъ ряда послфдовательныхт, 
чиселъ отъь 1 до #— 1 и къ сумм$ обоихъ этихъ рядовъ надо 
прибавить еще число я. 

Но сумма и— 1 послфдовательныхь чиселъ, начиная съ 
п(п — 1) 
2 
суммы двухъ такихъ рядовъ да еще числа и имЪемъ 


п (и — 1) | в =, 


что и доказываеть задачу о погорел 


единицы, какъ знаемъ, равна Слфдовалельно, для 


г 


Обобщенте задачи. 


Для желающихь иЪеколько болфе углубиться въ сущность 
пиоагорейскаго круга сдЪлаемь еще иЪеколько дополнешй. Обо- 
значимъ черезь 5, сумму послфдовательныхъ чиселъ отъ 1 до я. 
'Гогда доказаиное выше предложеше Ямблика выразител фор- 
мулой. 


Разсматривая рядъ цфлыхъ чиселъ, мы находимт, что для 


чнела 2, № для числа 3, ©, ==, & для всвхъ осталь- 


1 
ныхъ чисель 5, ‚>. Итакъ, можно высказать такое предло- 
жене: 

Если квадратъ ифлаго числа (кромЪ 2 и 3) раздф- 
лимт> на сумму всфхъ послБдовательныхъ чиселъ до 
этого числа, то въ частномъ будетъ 2, а въ остаткЪ 
само число. 

Подобно формулЪ (1) можно написать еще рядъ равепствъ: 


29 и 1=(и— 1)? 


29 --3=8? 
29. 2—2? 
= 


Складывая всЪ эти равенства съ (1) п означая для краткости 


12-22-32... (и— 1-е = и 


получаемтъ: 
2(8.-55,- 8, --.. +5, _)-8 =. 


Что тоже можно написать въ вид пиоагорейскаго круга: 


и я 
Ст: в г 


в 
тдЪ сумма веВхь ‚аленовъ даеть С о 
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Задача, 12-я. 
Земля и апельсинъ. 


Въ передлагаемой ниже интересной задач$ мы впервые 
встр$чаемся съ числомъ, выражающимъ отношеше длины окруж- 
ности къ даметру. Это знаменитое, такъ называемое, «иррацю- 
нальное» число имфеть свой особый символт,. Оно изображаотся 
греческой буквой = (пп). Приблизительно 


«=3,141 5996... 


Въ пастоящей книгЪ намт не разъ еще придется говорить объ 
этомъ числф. 

Вообразимъ, что земной шаръ обтянутъ по экватору 
обручемъ и что подобнымъ же образомъ обтянутъ и 
апельсинъ по его большому кругу. ДалЪе вообразимъ, 
что окружность каждаго обруча удлинилась на Г са- 
жень. Тогда, разумЪется обручи отстанутъ отъ поверх- 
ности тБлъ, которыя они раныше стягивали, — оста- 
нется н$который прозоръ (промежутокъ). Спраши- 
вается, въ какомъ случаЪ этотъ прозоръ будстъ 
больше,—у земного шара или апельсина? 


РЖжшеше. 


Обыкновенно на этоть вопросъ отвчаютъ такт: «Конечно, 
У апельсина останется большйй прозоръ, нежели у земли! БЪдь 
по сравненю съ окружностью земного шара—38.000 версть— 
какая-нибудь одна сажень есть столь ничтожная величина, что 
прибавка ея останется совершенно незамфтной. Другое дЪло 
апельсинъ: по сравненю съ его окружностью сажень—— огромная 
величина, и прибавка ея въ длин окружности должна быть 
весьма, ощутительна». 

Такой отвЪть естественно навязывается уму велкаго—и 
математика ин пе-математика. Математикь еще подку$иить его 
геометрическими соображещями, въ родЪ делдующаго: «Такъ 


27 


какь отпошеше длины окружности въ дламетру сеть величина 
постоянпая, то приращеше радтуса земли (т. е. прозоръ) дол- 
женъ быть во столько разъ меньше приращентя радлуса апель- 
спина, во сколько разъ рамусъ земного шара больше раджуса 
апельсина» п т. д... 

Но всБ эти разсуждемя — одно только лукавое мудретвова- 
не. Простымъ вычисленемт, легко доказать, что — именно въ 
виду постоянства отнощеня окружности къ даметру—прозоръ 
совершенно не зависить отъ радтуса окружиости и должен 
быть одинаковъ у земли и апельсина. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть окружность экватора равна С’ саже- 


нямъ, а окружность апельсина с. Тогда радусъ земли А = 9 


[2 
9. ПоелЪ прибавки къ обручамъ од- 


ной сажени, окружности ихъ будуть равны земли С-- 1, апель- 


а радуеъ апельсина и= 


сина с 1; ражусы же ихъ будуть: земли апель- 


бе ^ 


ос Если изъ новыхъ радтусовъ вычтемъ прежше, то 
3 


получимъ въ обоихъ случаяхъ одно и то же приращенше: 


сина 


А ВО 

5 — 5-92 ДИЯ земли, 
г ©. № 

= —5== 5 АЛЯ апельсина. 


Итакъ, у земли и у апельсина получится одинъ и тоть 

же прозорь въ 5_ саж., т. ©. прим$рно въ полъ-аршина. 
$ 

Этотъ результать кажется до такой степени неожиданнымь 
и неправдоподобнымъ, что намъ случалось видфть людей, ко- 
торые, сами получивь его, все же въ него не вЪрили: они 
продфлывали сь помощью бечевки рядъ обм$ровь п опытовъ 
сь монетами, тарелками и др. круглыми предметами —и лишь 
тогда успокаивались, когда воочю убЪждалнсь, что опыть под- 
тверждаеть ихь вычпелене. А одинъ математикъ такъ даже 
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формулироваль намъ свой отвЪгь на вопрось буквально вЪ 
слфдующихъ выраженяхтъ: 

«Прозоръ для земли должентъ, конечно, быть меньше, чЪмъ 
для апельсина, хотя геометрически, казалось бы (!), они должны 
быть одинаковы». Чудакъ больше вфрилъ «здравому смыслу», 
чЪмъ матемалическимт, выкладкамъ,-—которыя, къ слову сказать, 
онъ продфлаль безукоризненно. Оно, пожалуй, и понятно: трудно 
найти болЪе разительный примЗръ геометрическаго парадокса 
(не софизма, а именно парадокса, т. е. неправдоподобной съ 
вилу истины), чфмъ эта задачка о землВ и апельсин®. 


Обманы зрЪея. 


Кажущееся вращенге. 


Явлеше, о которомъ мы сейчась будемъ говорить, было впер- 
вые подифчено Спльванусомъ Томпсономъ, профессоромъ уни- 
верситетской коллегит въ БристолФ. Почтенный ученый пола- 
галтъ, что это именно явлеше не можеть быть объяснено спо- 
собностью человфческаго глаза сохранять воспринятыя зритель- 
ныл впечатльня. Онъ думалъ, что изученте подобныхь явленй 
можеть повести къ открытю новыхъ свойствъ глаза. Между 
т$мъ въ «Журнал Элементарной Малематики» за 1885 г. есть 
весьма удачное объленене этого явлешя С. Шостака, въ основ 
котораго лежить именно способность глаза сохранять зритель- 
ныя впечатльнля. 

Приводимъ описаше явлешя и его объяснеше г. Шоста- 
комъ°для примфра читателю, какъ можно (и даже по возмож- 
ности всегда нужно) пользоваться математическимь анализомъ 
при раземотрфиш различныхь встрфчающихся намъ явлешй. 

Возьмемъ прилагаемую здесь фигуру 18-ю, которую каждый 
зжелаюний можеть нарисовать п самъ, для удобетва наблюдений, 
на отдльномъ листкф. 

Если листку бумаги (или книг$) съ предложенной 
фигурой сообщить незначительное круговое движене 
въ плоскости фигуры, то каждый изъ шести кружковъ 
булетъ казаться вращающимсяоколо своего центра въ 
сторону движешя фигуры и съ такою же скоростью, 


30 


т. е. будетъ казаться, что каждый кругъ описываетъ 
полный оборотъ въ то же время и въ томъ же направле- 
ми, какъ и бумага или книга, гдЪ онъ нарисованъ. 

Замфтимъ здЪфеь же, что то же самое явлеше можно паблю- 
дать и въ томъ случаЪ, если вмЪсто шести кружков, какт на, 


Фиг. 13. 


фиг.13, возьмемъ только одинъ, составленный изъ концентри- 
ческих, окружностей. 

Объяснене явленя. Если взять чертежь, данный на сл%- 
дующей фиг. 14-й, п сообщить ему быстрое движевше взадъ и 
впередъ, какъ показываеть стрфлка а, читатель замфтитъ, что 


=— 8 
—> 
| 
РЕЗ ЧЕ ЕьЕИСЕСТ ИЕ АСС ии Е Е КЕ ЗАК я Зе БЕ] 
ЛЕТНЕЕ РЕИЕ 2 ЗБеаь ЕРЕСИ ны: вые К: 
ЕЕ С ЯЖАЕ АСТИ Г Чиа Е АЕ ии ЕАН С 
ЕЕ читер | 
Фиг. 14. 


рисунокъ потерлеть свою отчетливость и сдфлается какъ бы 
туманнымъ. Это зависить оттого, что черныя полосы зани- 
мають мЪ$сто б$лыхъ и бфлыя— черныхт, такъ что получается 
какъ бы смЪфшене чернаго цвЪта съ бфлымъ, вел$детые чего 
является сфрый тонъ. Если тому же рисунку сообщить движе- 
н1е взадъь и впередъ по направленю стр$локъ Ъ, то черный 
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цвЪть не будеть занимать мЪста бЪлаго и бЪлый— чернато, по- 
этому рисунокъ не долженъ будеть потерять свою отчетливоеть, 
что и подтверждается опытомъ. Если мы дадимъ рисунку дви-. 
жене по направлешю среднему между двумя названными, то 
фигура также потеряеть свою отчетливоеть, и т5мъ болЪфе, чфмъ 
направлене движеня будеть ближе подходить къ направлентю, 
указанному стрфлками а. Изъ этого заключаемъ, что бёлый 
цвфтъ остается чисто б$лымъ только въ томъ случа, когда 
движен1е происходить параллельно направлен!ю полосокъ. 
Вообразимъ теперь, что мы сообщаемъ фигурЪ пе круговое 
движеше, а по направлентю сторонъ 
щестиугольника 123456 (фиг. 15), такъ 
что каждый кружокь движется сначала 
по направлению отъ 1 къ 2, потомъ от 
2 кь 3, оть 3 къ 4 ит. д. Раземотримт 
чоть перюдъ, когда движеше происхо- 
дить параллельно лини 1—2, п прове- 
демъ даметрь АВ, перпендикулярный 
кь 1—2. Части концентрическихъ кру- о 


говъ, заключающияся вт, узкой полоскЪ — а 
вдоль АВ, можно считать перпендику- . 

лярными къ АБ и, слФдовалельно, па- 

раллельными къ 1—2, т. е. параллель- 6 + 
ными къ лиНи движения, а вслфдетьте к. 

этого, на основании сказаннаго выше, Фиг. 15. 


бЪлыя части этой полоски останутся 01- 

лыми, а на кружк® обозначится поэтому свфтлый дгаметръ по 
направлено АВ (дмамстръь будеть казаться узкихгь по середин% 
и широкнуъ но концамъ). Остальная часть кружка будеть 0о- 
л\№е пли менфе туманною, такъ казъ друмя части концентри- 
ческихь круговъ будутъ двигаться по направлетю непараллель- 
ному линш движеня 1—2, а подъ углом къ’ ней. Обратимся 
теперь ко второму пероду. т. с. къ тому времени, когда дви- 
жене происходить параллельно лниш 9—3. Проведемъ д1а- 
метрь (4) перпендикулярно къ направлению липш движешя, 
т.с. перпендикулярно къ лини 2—3. Мы доказали, что въ 
первый перюдь движешя ина кружкЪ долженъ обознамиться 
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свфтлый д1аметрь по направленю АВ. Подобно же можно до- 
казать, что во второй перлодъ движенгя этимъ свЪтлымъ да- 
метромъ будеть уже не АБ, а ОД. Въ трей перодъ свЪтлый 
даметрь будеть направлень по ЕК (предполагая, что № 
перпендикулярна къ лиши 3—4. Въ четвертый перодъ опять 
по АВ (такъ какъ 4—5 параллельна 1—2) ит.д., т.е. свйт- 
лый даметръ, по мфр% измфненя направлешя движения, будеть, 
тавъ сказать, перескакиваль изъ АВ въ ОШ, изь ОШ вь ЕЕ 
и т. д. Если мы вмЪфето того, чтобы заставлять двигатьея фи- 
гуру по направлешямъ сторопъ шестнугольника, заставимъ ее 
двигалься но сторонамъ двфнадцатиутольника, то получим не 
три, а шесть евфтлыхъ дламетровъ и т. д; словомъ еъ увели- 
четемь числа сторонъ и, слёдовательно, съ приближешемъ къ 
окружности, число евЪтлыхъ дламетровъ булеть увеличиваться, 
скачки будуть становиться все меньше п мевыпе, п когда 
центрь, выфето многоугольника, станеть описываль окружность, 
намъ будеть казаться, что свфтлый ламетрь плавно вращастся 
вокругъ центра кружка. СлФдовательно, при нашемъ опыт% 
дЪИствительно сущеетвуеть вращеше, но не кружка, а свт- 
лаго маметра; и это вращене глазомъ приписывается кружку. 

Вее сказанное выше объ одномъь кружкЪ относится и къ 
остальнымъ. А потому намъ будеть казаться, что каждый изъ 
нихЪ самостоятельно вращается около своего центра. 

Ниже слФфдуеть еще нЪсколько интерееныхь примфровъ ил- 
люяй зрфшя, толковаве которыхь мы предлагали бы дать 
чигтателю самому. 


Задача 13-я. 
Какая линя длиннБе? 


Взглянувъ на прилагаемый здЪсь чертежъ (фиг. гб), 
скажите, какая лишя длиннЪфе АХ или АУ? 


х с у 


Фиг, 16. 
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Разъясненте. 


Можно утверждать навЪрняка, что каждый, взглянувъ на 
чертежь, скажеть, что длагональ АХ несомнЪнно, моль, длин-. 
инфе АУ. Но стоить вамъ смЪрить ихъ хотя бумажкой,—и вы, 
къ изумлению, убфдитесь, что онф равны! Сообразивъ, можно 
это сказать и безь примЪрки: если изъ точки А провести пер- 
пендикулярную линю къ ХУ, то станетъ ясно, что перпендя- 
куляръ раздЪлить ее пополамъ, а вел$детые равенства про- 
екцш, навлонныя АХ и АТ должны равняться. 

Чфмь же объяснить такой странный обманъ зрфн1я? Воз- 
можно разсуждать такъ: если бы наше сознаше воспринимало 
вещи такими, каковы онЪ на самомъ дфлф, ничего къ нимъ не 
присочиняя,—то подобныхь иллюзй не могло бы быть. Но въ 
томъ-то и дфло, что мы незамЪтно для самихъ себя разсужда- 
емъ, воспринимая впечаллфня внфшняго мтра. Эти-то «под- 
сознательныя» развсуждешя и являются причиной подобныхъ опти- 
ческихъ обмановъ. 

Такъ какъ этоть процессъ разсуждетя совершается без- 
сознательно для насъ, то довольно трудно бываеть съ доето- 
вфрностью его возстановить: приходится строить лишь болфе 
или менфе правдоподобныя догадки. Въ данномъ случаЪ, на- 
примфръ, мы безсозналельно, плн, лучше сказать, «подеозиа- 
тельто», разсуждаемъ, по всей вЪроятности, такъ: «Передъ нами 
два параллелограмма — длинный и короткий. Яеное дфло, что 
У ллиннаго параллелограмма длагонали должны быть ллините, 
ЧЪмъ у короткаго». 

Впрочемъ, предлагаемь желающему дать болфе удачное 


объяенеше. Е А Е 
Воть еще подобный же 
прим ръ. 
Не правда ли, что ь 
С 


на ФигурБ 17-й линя 
АВ кажется намъ длин- 
не лини АС? в 
о АС: Фиг. 17. 


ВЪ ЦАРОТВЬ ОМЕБАЛКИ. 3 
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Въ дЪйствительности же он% строго равны между собой. 


Точно такъ же: 


Кажется совершенно невфроятнымъ, чтобы точки 
А иС (фиг. 18-й) одинаково отстояли отъ точки В. 


Фит. 18. 


А между тфмъ это такы Разстояне скрадывается здфсь 
наклономъ ливЙ и ихъ толщиной. 


Задача 14-я. 


ДвЪ пары дугъ. 


Фиг. 19. 
зря, оть котораго мы никакъ 
па рисунокъ. 


На фиг. 19-й изобра- 
жены дв пары круго- 
выхъ дугъ. Если продол- 
жить лЪвыя дуги, то встр?- 
тятъ ли онЪ оконечности 
правыхъ? 

На взглядъ это кажется 
невозможнымь; а между тбыъ 
возьмите въ руки циркуль п 
радусами окружностей, ко- 
торые на фигур указаны, 
продолжите эти дуги. Вы 
убЪдитесь, что продолжешя 
лфвыхъ дугъ точно ветрЁтятъ 
концы правыхъ. Это тоже 
весьма интересный обманъ 
не можемъ отдфлаться, смотря 
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Задача 15-я. 
Какъ написано слово? 


Прилагаемая и слфдующая фигуры (фиг. 20 и 21) дають 
едва ли не самые интересные образчики зрительныхъ ил- 
люзй. На фиг. 20-й вы видите написанное англйекое слово 
ЕЕ (жизнь), при чемъ вамъ до очевидности ясно, что 
буквы рЪзко наклонены 
въ разныя стороны. Но 
приложивъ линейку, вы 
можете убфдиться, что 
эти буквы поставле- 
ны совершенно прямо и 
только начерчены мел- ЕЕ 
кими наклонными штри- @ ы 
хами. Фиг. 20. 


№. |. 
$ / 


Задача, 16-я. 
Какая кривая? 


На фигур$ 21-й изображены концентрическия окруж- 
ности, а вовсе не спираль, или рядъ спиралей, какъ ка- 
жется на взглядъ. 


РЪ 
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Въ этомъ легко убфдиться. Поставьте карандашъ на одну 
изъ дугь и ведите его по ней. Противъ ожидая, вы будете 
кружиться въ замкнутсмъ круг, а вовсе не приближаться къ 
центру или удаляться по перпфери, какъ должно быть, если бы 
на чертеж была изображена спираль. СЪтчатый фонъ, на ко- 
торомъ начерчены обЪ послФдыя фигуры, много способствуеть 
усилению этихъ эффектныхь иллюзий. 


Задачи и развлеченя со спичками. 


Въ первой части настоящаго опыта математической хресто- 
мапи мы уже указали на н%которыя простфйшия математиче- 
скя задачи и игры ©0 спичками. Приводимъ здЪсь еще н?- 
сколько простыхъ и интересныхь задачъ и развлечешй этого 
рода, при чемтъ считаемъ нужнымъ обратить вниман!е читателя 
на небольшую книжечку Софуса Тромгольда «Игры со спич- 
ками», довольно полно и всесторонне исчерпывающую предметъ. 
Енижечка эта есть въ русскомъ переводф, въ прекрасномъ из- 
даши одесскаго книгоиздалельства «Ма ез1з», и стоить всего 
полтинникъ. Обыкновенная коробка шведскихь спичекъ есть 
незамфнимое по своей доступности и дешевизнЪ пособе, кото- 
рое дЪтямъ, учащимся и взрослымъ можеть помочь провести 
досуги не только весело, но и съ пользой. Объ этомъ сл$до- 
вало бы постоянно помнить. Начнемъ съ незамыеловатыхь за- 
дачъ на переложене спичекъ. 


Задача, 17-я. 


Этотъ домъ составленъ изъ То спичекъ. ( не 


Требуется повернуть его къ намъ другой 


стороной, передвинувъ только 2 спички. Фиг. 29. 
Рфшен!е. 
СА ОтвЪть ясенъ изъ фиг. 23-й, которая получается 


изъ предыдущей, если въ «крышф» дома (фиг. 22) 
Фиг. 23. ипрюпустпть одну спичку и приподнять другую. 
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Задача, 18-я. 


ВЪсы составлены изъ 9 спичекъ и не находятся въ 
состояш!и равновЪая (фиг. 24). Требуется переложить въ 
нихъ 5 спичекъ такъ, чтобы вфсы были въ равновфаш. 


РЬшене. 
Дается фиг. 25-ой. 


Задача, 19-я. 


Этотъ гречесюй храмъ (фиг. 26) построенъ изъ 
тг спичекъ. 'Гребуется переложить 4 спички такъ, 
чтобы получилось тт квадратовъ. 


Рфшене. 
См. фиг. 27-ю. 


Задача, 20-я. 


Въ памятникЪ, составленномь изъ 12-ти спичекъ 
(фиг. 28) требуется переложить 5 спичекъ такъ, чтобы 
получилось 3 квадрата. 


Ршене. 
Ясно изъ фиг. 29. 


Задача, 21-я. 


ЛвЪ рюмки (фиг. 30) составлены изъ десяти спи- 
чекъ. Переложить въ нихъ 6 спичекъ такъ, чтобы по-. 
лучился домъ. 

Рфшене. 

См. фиг. 31. 

Задача, 22-я. 


Флюгеръ (фиг. 32) составленъ изъ 10 спичекъ. Пе- 
реложить 4 спички такъ, чтобы получился домъ. 
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Фиг. 24. Фиг. 26. Фиг. 27. 
ь | 
[Е 
а 1 в ° 
РЯ Зы КТ — | 
ИЗ ув и ИВ | 
Фиг. 28. Фиг. 29. Фиг. 30. Фиг. 81. Фиг. 32. 
Рфшеше. 
См. фиг. 33. 


Задача 28-я. 


Вотъ фонарь (фиг. 34) и воть топоръ (фиг. 35). 
Каждый изъ нихъ составленъ изъ 9 спичекъ. Перело- 
жить въ фонарБ 6 спичекъ и получить четыре рав- 
ныхъ треугольника, составляющихъ въ свою очередь 
четыреугольникъ. Переложить въ топорБ 4 спички 


такъ, чтобы получилось 3 равныхъ треугольника. 


= о 
| вы 
а. 
м. 


Фиг. 33. Фиг. 34. Фиг. 


Р%шенйе. 


Изъ фонаря получается фиг. 36-я. 
Изъ топора получается фиг. 37-я. 


Задача 24-я. 


5. Фиг. 86. Фиг. 37. Фиг. 38. 


Въ этой ламп, составленной изъ 12 спичекъ (фиг. 38). 
переложить 3 спички такъ, чтобы получить 5 равных 


треугольниковъ. 
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Рфшене. 
См. фиг. 39. 


Задача, 25-я. 


Изъ то спичекъ сдЪланъ ключь (фиг. 40). Перело- 
жить въ немъ 4 спички такъ, чтобы получилось 3 ква- 
драта. 


Р.шене. 
См. фиг. . 
: | Рей 
№ $ и 
Фиг. 39; Фиг. 40. Фиг. 41. Фиг. 42. 


Задача, 26-я. 


У звфзды, составленной изъ 12-ти спичекъ (фиг. 42): 
а) переложить 4 спички такъ, чтобы получился 4-ко- 
нечный крестъ. Б) Въ полученномъ крест переложить 
8 спичекъ такъ, чтобы получить крестъ, состоящий 
изъ 4 крестовъ. с) Въ этомъ послБднемъ крестЪ пе- 
реложить 8 спичекъ такъ, чтобы получилось 4 ква- 
драта. 4) Наконецъ, переложить 8 спичекъ такъ, чтобы 
получилась мельница. 


Фиг. 43. 


ИИ 


Р.шен:е. 


Веб требуемыя рЪшевшя означены соотвФтствующими бу- 
квами а, 6 с, и Я на фиг. 48-ей. 


Задача 27-я. 
Лфлежъ сада. 


Изгородь квадратнаго сада составлена тб спичками 
(фиг. 44). Въ ней находится домъ, представленный ква- 
дратомъ изъ 4-хъ спичекъ. Требуется раздБлить садъ 
(безъ дома) между 5-ю наслВлниками, при помощи 
то-ти спичекъ, такъ, чтобы каждый получиль части 
одинаковыя по величинЪ и по форм$. 


Фиг. 44. Фиг. 465. Фиг. 46. Фиг. 41. 


Рушен!е. 
См. фиг. 45-ю. 


Предложенную задачу можно видоизм нить и такъ: 

4 брата получили отъ дяди въ наслВдство садъ 
(обнесенный 16 спичками), въ которомъ находится 
Г2 плодовыхъ деревьевъ (монеты или пуговицы), распо- 
ложенныхъ, какъ указано на рисункЪ. Требуется 12 спич- 
ками раздЪлить садъ на 4 равныя части одинаковой 
формы, солержапия по равному числу деревьевъ. 

РЬшеше ея дается фиг. 47-ой. 


Задача 28-я. 
Сообразите-ка! 
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193456789 Кладутъ произвольное, 
ГЕ ВЕЕЕРЫЕ ЮВА Пе помесь жалое количесяив 
спичекъ въ рядъ, надписываютъ надъ 9 спичками, слЪ- 
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дующими другъ за другомъ, числа отъь т до 9 и про- 
сятъ кого-нибудь изъ присутствующихъ замфтить одно 
изъ этихъ 9 чиселъ. Въ умЪ выбираютъ какое нибудь, 
не особенно малое число (напримЪръ, 23) и считаютъ 
отъ 9 далфе вправо То, ТТ, 12 и т. д. ДО 23; если 
рядъ оканчивается, продолжаютъ счетъ, переходя къ 
началу ряда (у насъ придется считать до спички, пом}- 
ченной 4). "Теперь просятъ считать подобнымь образомъ 
другого отъ замЪченнаго имъ числа вправо до 23, въ 
то же время сообщите ему, что когда онъ назоветъ 
число 23, то укажетъ на спичку № 4. 

Подумайте немного, и вы уб%дитесь, что такъ, оно и должно 
быты Это очень легкал и простая задача. Но какъ она ни 
проста, а иныхъ она на первыхь порахъ удивляетъ. 


Задача, 29-я. 
Разстановка часовыхъ. 


Вдоль стфнъ квадратнаго бастюна ‘требовалось по- 
ставить 12 часовыхъ. Полковникъ размЪстилъ ихъ, 
какъ указано на рисункЪ$ (фиг. 48) по 4 съ каждой 
стороны. ЗатЪмъ пришелъ комендантъ и, недовольный 

| [| | разм щенемъ часовыхъ, распорядился разста- 
|| [| вить солдать такъ, чтобы съ каждой сто- 
| || | роны было по 5. Всл$дъ за комендантомъ 

Фиг. 48. пришелъ генералъ, разсердился на коменданта 
за его распоряжение и разм$стилъ солдатъ по 6 чело- 
вЪкЪ съ каждой стороны. Каково было размфщенше въ 
двухъ посл$днихъ случаяхъ? Е 


Рфшен!е. 


РЬщешя даются размфщенями @ п В на фиг. 49. 
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Задача 30-я. 
Хитрецы. 


Въ корчмЪ стояло четыре стола, образуя четырс- 
угольникъ. Проголодавииеся, возвращавииеся съ манев- 
ровъ солдаты остановились тамъ въ числВ 21 чело- 
вЪка пообЪдать и пригласили къ обЪду и хозяина. Раз- 
с$лись вс$ такъ: за тремя изъ столовъ сЪ$ли солдаты -—- 
по 7 за каждый столъ (фиг. 50), а за | 
чствертымъ столомъ сЪлъ хозяинъ. Сол- 
даты уговорились съ хозяиномъ, что 
платить по счету будетъ тотъ, кто оста- 
нется послБднимъ при слБдующемъ усло- 
ви: считая въ круговую (по часовой 
стрЬлкЪ) всБхъ, въ томъ числ и хозяина, освобождать 
каждаго седьмого. Каждый освобожденный уходилъ 
изъ корчмы и послфднимъ остался самъ хозяинъ. Сь 
кого начали счеть? 

Сь кого нужно было бы начать, если бы солдатъ 
было ‘только по 4 за каждымъ изъ трехъ столовъ? 


РЕЕЕЕЕ! 
Фиг. 50. 


Рфшене. 


Надо начинать счеть съ 6-го солдата, спдящаго по лЪвую 
руку оть хозяина. Во второмъ же случаЪ съ 5-го изъ солдатъ 
направо отъ хозяина. 


Залача 31-я. 


Предложите кому-либо взять въ каждую руку по 
равному какому угодно числу спичекъ (или какихъ- 
либо иныхъ предметовъ). Это число вамъ неизвЪстно. 
Предложите партнеру переложить изъ правой руки въ 
лЪвую то число предметовъ, которое вы ему скажете, 
(напр. число а). ЗатЪмъ, ничего не показывая и не го- 
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воря вамъ, пусть онъ отложитъ изъ лБвой руки столько 
спичекъ, столько у него осталось въ правой; и нако- 
нецъ, опять-таки ничего вамъ не показывая, пусть от- 
ложитъ въ сторону всБ спички изъ правой руки. Те- 
перь вы можете смБло утвержлать, что у вашего парт- 
нера осталось въ лБвой рукБ всего 2а спичекъ. 

Нанримфръ: Пусть партнеръ возьметь по 15 спичекъ въ 
каждую руку. Вы требуете, чтобы въ лЪвую руку изъ правой 
онъ переложилъ, напр., 10 спичекъ (Значить, у него въ пра- 
вой осталось 5 сп., а въ лфвой 25). ЗатЪмъ по вашему требо- 
ваню онъ изь лфвой перекладывает въ правую столько спи- 
чекъ, сколько ‘амъ есть (т. е. въ правой у него станеть 
5-5 =10 спич.), и ве эти спички откладываеть. Вы и «уга- 
дываете», что въ лЪвой рукф у него должно остатьея 2 Ж 10 = 
20 спичекъ. 

РЕшеше. 


Общее р®шеше и доказательство этой задачи можеть найти 
каждый. Пусть только онъ прослфдить, что въ сущности дф- 
лается при послЪдовательномъ переложеши и откладываюии 
спичекъ. Пусть у партнера въ рукахь по и спичекъ, и вы го- 
ворите ему переложить изъ правой руки въ лЪвую а сиичекъ. 

Получается: 

Г. Въ обЪихъ рукахъ по я спичекъ. 

П. въ лфвой и | а, въ правой я — а спичекъ. 

Ш. Въ лфвой (и а) — (п— а) —=2а спич., изъ правой 
всЪ спички откладываются. Итакъ, всегда въ лЪвой рукЪ полу- 
чится въ концф концовъ удвоенное число тЪхъ спичек, кото- 
рыя вы сказали переложить въ первый разъ. 


Задача 32-я. 
Вфрная отгадка. 


Иванъ беретъ въ одну руку четное, а въ другую 
нечетное число спичекъ. Петръ предлагаетъь ему по- 
множить число спичекъ въ правой рук$ на нечетнос 
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число, а число спичекъ въ лЪвой рукЪ на четное и 
сказать ему сумму полученныхъ произведешй. ВслЪдъ 
затЪмъ онъ угадываетъ, въ какой рукБ у Ивана чет- 
ное и въ какой нечетное число спичекъ. Какъ это онъ 
дфлаетъь? 


РЁ\шенйе. 


Если названная сумма— число четное, то у Ивана въ пра- 
вой рукЪ четное число спичекъ и въ лфвой — нечетное. Если 
же эта сумма — нечетная, то въ правой рукф нечетное число 


спичекъ. 
Доказательство относптельно подобнаго рода задачъ см. въ 
первой части этой книги задача 94-я. 


Задача 33-я. 


Собрать въ группы по 2. 


1234656678 160 

то спичекъ положены въ одинъ рядъ. Требуется 
распредЪлить ихъ попарно, всего въ 5 паръ, перекла- 
дывая по одной спичк$ черезъ двБ (напримЪръ, № 
переложить къ №4 ит. д.). 


Рфшен!е. 
Можно перекладывать тавъ: или: 
4 къ 1 7 въ 10 
и: 3 4 › 8 
5. 9 бо 9 
> 2 3 
8 » 10 5 9 
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Задача, 34-я. 
Собрать въ группы по 3. 


15 спичекъ лежатъ въ рядъ: 
ео з 
А 

Требуется собрать ихъ въ $ грушть (или кучекъ) 


по 3 спички въ каждой, при чемъ перекладывать спички 
по одной и каждый разъ перескакивать черезъ 3 спички. 


Рфшен1е. 


Обозначимъ положенныя въ рядъ спички соотв®тетвенно 
числами 1, 2, 3....., 15. Тогда задача рЪшается путемъ слду- 
ющихъ 12-ти переложений: 


2 на 6 4 между 5 и б 
1 › 6 ЭЕ> Б >» б 
8 › 12 11 ›»› 5 > 6 
2 [2 18 на 11 

5 4 › Ц 
» Б 15 › 1 


о | 
У 


Задача 35-я. 


Перембщене лошадей. 


2 3 4 5 6 и 8 9 
РРР ЕЕ ГЕ Е | [ор |ор Гоф [91 
Въ конюшн$ устроено 9 стойлъ въ рядъ. 5-ый но- 
меръ не занятъ: въ номерахъ 1, 2, Зи 4 находятся 
черныя лошади (копейки), а въ 6, 7, 8 и 9 бЬлыя ло- 
шади (гривенники или иные предметы). Требуется пе- 
ревести бЪлыхъ лошадей въ Г, 2, 3 и 4 номера, а чер- 
ныхъ въ 6, 7, 8 и9 насл5дующихъ услоняхъ: каждая 


41 


лошадь можетъ перескакивать въ ближайшее стойло 
или сосфднсе съ нимъ, но не дальше; никакая лошаль 
не должна возвращаться на прежнее мЪсто, и въ ка- 
ждомъ стойлЪ не можетъ быть болыше одной лошади. 
Начинать съ бфлой лошади. 


РЖшене. 


Задача ртается въ 24 хода слфдующими перемфщевшями: 


6 въ 5 2 вь 4 4 въ 6 
4 » 6 1 ›2 Я 2 
3 » 4 ЭЦ эре 
Юре Б » 3 Ююро 
7» Б и 5 ТТ» Б 
Зо 9»т ба» 
6 »› 8 8 › 9 > 0 
4 » 6 6 >» 8 Б > 4 


Задача, 36-я. 
Поднять одной спичкой 15 спичекъ. 
Р.шенйе. 


Эта на первый взглядъ трудная задача р®нтается, однако, 
легко. Положимъ на столь спичку А (фиг. 51), а поперекъ этой 
спички положимъ затЪмъ вплотную одну около другой, попере- 
мЪнно вправо и влЪво, 14 спичекъ, и именно такъ, чтобы ихъ 
головки выдавались на 1—1*/> саптиметра надъ А, въ то время 
какъ концы безъ головокъ опирались бы на столт,. Сверху, въ 
углублеше, образуемое верхними частями спичекъ, кладутъ за- 
тЪмь 16-ю спичку параллельно „4. Если поднять теперь по- 
слЪднюю за конецъ, то къ нашему удивлению вмфетЪ съ нею 
поднимутся п остальныя 15 спичекъ (фиг. 52). Для этого опыта, 
удобнЪе браль большая, толетыя четыреугольныя спички, 
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Фиг. 61. Фиг. 52. 


Задача 37-я. 


Спичечный телеграфъ. 


Спичечный телеграфь строится, какъ указано на рисупкЪ 
(фиг. 53). Можно, конечно, удлинить или укоротить его по жс- 
ланно. Если нажалъь въ В, то А подпрыгнетъ. 


Фиг. 58. Фиг. 54. 


Задача 38-я. 
Легко или нёть? 


Въ заключене этого небольшого отдфла задачъ со спичками 
предлагаемъ вамъ продЪлать уже не задачу, а маленькое физи- 
ческое, что ли, упражнене. 


ыюофюох 


Вотъ положено на столЪ 5 спичекъ, которыя пред- 
лагаемъ вамъ поднять двумя руками такъ: сперва спичку 
Л т двумя большими пальцами; оставивъ ее между 
этими пальцами, поднять затБмъ двумя указательными 
пьльцами спичку № 2; оставляя эти двЪ спички между 
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пальцами, поднимите затфмъ спички № 3 средними 
пальцами, спичку 4— безыменными и спичку 5 мизин- 
цами. У васъ должна получиться фиг. 54. 

Интересно знать, удастся ли это вамъ? Скоро ли н легко 
ли? А если не легко, то почему? Но если, въ конц концовъ, 
это вамъ удалось бы сдЪлать, то попробуйте точно такъ же 


соотвФтетвующими пальцами обфихъ рукъ поднять по 2, по 
3 спички. 


ВЪ ЦАРСТВЬ СМЕБАЛЬН. 4 


Лабиринты. 


5 

Воть задача, происхожденте которой относится къ глубокой 
древности и теряется во мракз легендарныхъ сказанй. Древ- 
не —да, пожалуй, мноме и теперь, —задачу о лабиринтахъ счи- 
тали вообще неразршимой. ЧеловЪкъ, попавший въ лабиринтъ, 
не могь уже изъ него выйти, если только какое-либо чудо или 
случай не приходили ему на помощь. 

Изъ настоящей главы мы, наобороть, увидимъ, что безвы- 
ходныхъ лабиринтовъ нЪть, что разобраться и найти выходъ 
изъ самаго запутаннаго лабиринта не составляетъ особаго труда. 
Ршеню задачи мы предпосылаемъь н?которыя историчеекя 
справки о лабиринтахъ. Эти справки, помимо общаго ихъ инте- 
реса, докажутъ намъ, съ одной стороны, насколько интересова- 
лись этой задачей, а съ другой, дадутъ намъ наглядное пред- 
ставлеше посредствомъ рисунковъ о существовавшихь и суще- 
ствующихъ лабиринтахъ. 


(Слово ‹«лабиринтъ> греческое и въ переводф означаеть 
ходы въ подземельяхъ. Существуетъ, дфйствительно, очень боль- 
шое количество природныхъ подземныхъ пещеръ съ такимЪ 
отромнымъ количествомъ по всЪфмъ направлешямъ перекрещи- 
вающихся коридоровъ, закоулковъ и тупиковъ, что нетрудно 
въ нихьъ заблудиться, потеряться и, не найдя выхода, умереть 
оть голода и жажды. 

Примфры такого же рода, но уже искусственныхь лабирин- 
товъ могуть представить шахты иныхъ рудниковъ пли такъ на- 
зываемые катакомбы. 
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ВЪроятнЪе всего, что подобныя подземелья возбудили у строи- 
телей еще древнЪйшихъ временъ охоту подражаль имъ искус- 
ственными сооруженями. И у древнихь писателей мы встр\- 
чаемъ указане на существоваше искусственныхь лабпринтовъ, 
папр., у египтянъ. Въ концф концовъ, словомъ лабиринтъ чаще 
всего обозначали именно искусственное чрезвычайно сложное 
сооружене, составленное изъ очень большого числа аллей или 
галлерей, безчисленныя развЪтвленя, перекрестки и тупики кото- 
рыхъ заставляли попавшаго туда безконечно блуждать въ лаби- 
ринтф въ тщетныхь поискахъ выхода. Объ устройств такихъ 
лабиринтов слагались цфлыя легенды. 

ИзвЪетн%е всего разеказъ о лабиринт, построенномъ миеи- 
ческимъ Дедаломъ на островф КритЪ для миоическаго же царя 
Миноса. Въ центрф лабиринта жило чудовище Минотаврь, и 
никто изъ попавшихъь туда не могъ выйти обратно, дФлаясь, въ 
конц концовъ, жертвой чудовища. Семь юношей и семь дЪву- 
шекъ приносили аеиняне въ дань ежегодно чудовищу, которое пре- 
исправно ихъ пожирало. Наконецъ, Тезей не только убилъ Ми- 
нотарва, но п вышель изъ лабиринта, не заблудившись въ немъ, 
при помощи, впрочемъ, нити клубка царевны Арадлны. Съ той 
поры слова «нить Арадны» имфють символическое значенте, 
какъ способъ, дающий выходъ изъ самаго затруднительнаго по- 
ложеня. 

Лабиринты бывають самой разнообразной формы и устрой- 
ства. До нашихь дней сохранились еще и запутанно-сложные 
галлереи, и ходы пещеръ, и архитектурные лабиринты надъ мо- 
гилами, и извилистые планы на стЗнахъь пли полахъ, обозна- 
ченные цвЪтнымъ мраморомъ или черепицей, и извивающияся 
тропинки на почв, и рельефныя извилины въ скалахъ. 

Рисунками лабиринтовъ украшались одфявя христанскихъ 
нмператоровъ до девятаго столЪия, и остатки такихъ же укра- 
шеншй сохранились до сихъ воръ на стфнахъ церквей и собо- 
ровъ того времени. Вфроятно, эти украшенйя служили символомъ 
сложности жизненнаго пути и человЪческихъ заблуждений. Осо- 
бенно употребительны были лабиринты въ первой половин% дв%- 
надцахго столЪия. 

НЯ 
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На фиг. 55-й здфеь приведено изображение одного изъ лаби- 
ринтовъ того времени во Франции, въ церкви святого Квентина. 
Лабиринть этоть выложенъ изъ камня на полу посреди церкви, 
и даметрь его равняется тридцали четыремъ съ половиной фу- 
тамъ. Путь къ центру здфеь есть сама линя. Если вести каран- 
дашемъ по лини оть точки А (не обращая вниманя на внЪшнюю 
окружающую лабиринтъ лин!ю), то вы придете къ центру по длин- 
ной извилиетой дорог% черезъ всю внутреннюю площадь, но сомнЪ- 
ня относительно выбора пути у вась быть не можеть. Въ подоб- 
ныхъ случахъ эти древн!е духовные лабиринты отличаются во- 


А 
Фиг. 55. Фиг. 56. 


обще не головоломпымъ, а просто продолжительным извилиетымъ 
путемь, который держить васъь все время внутри лабиринта. 

Въ церкви аббатства, св. Бертина во Франщи есть еще бо- 
лфе любопытное изображенте подобнаго рода на полу, предста- 
вляющее въ центр$ Терусалимемй храмъ, съ остановками для 
пилигримовъ. Этотъ лабиринтъь дЪйствительно посфщалея пили- 
гримами взамфнъ путешествия по обфту въ Святыя Мфета. 
Пройти ползкомъ весь путь лабприита назначалось также вм?- 
сто эпитими. 

Лабпринть въ Шартрскомъ соборф, изображене котораго 
здЪеь дано (фиг. 56), сорока футовъ въ поперечникЪ, также 
посфщалея кающимися, и они совершали весь его сложный и 
длинный путь, выполняя наложенную на нихъ эпитим!ю пли обфтъ. 
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Подобнаго же рода лаби- 
ринть, по гораздо меньших 
размровъ,  помфщающийся 


Фиг. 57. Фиг. 58. 


всего на одной плитВ пола, есть въ каоедральномъь соборф въ 
ЛуккЪ (фиг. 57). Въ натуральную величину онъ имфеть 191/ 
дюймовъ въ поперечник». 

Яруме подобные лабиринты были и, можеть быть, существу- 
ють до сихь порь въ аббалств$ Туссарта въ ШалонЪ на МарнЪ, 
во многихъ древнихъ соборахъь и церквахъ въ Ахен%, въ Римф, 
въ Равениз и во многихь другихъь мфстахъ. Лабиринты въ 
церквахъ большею частю 
пазывались «пути въ Геру- 
салимъ» и служили симво- 
ломъ труднаго земпого пу- 
тешествя въ Святыя МЪста, 
наградой за которое яв- 
ляется небесная благодать, 
поэтому центрь лабиринта 
часто называли «Небомъ». 

Въ Апнглш не встрЪча- 
ются лабиранты на церков- 
помъ полу, но за то было 
очень много лабпринтовъ, 
сдфланныхь пзь дерна ан Фиг. 59. 
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лу жайкахъ. Опи носпли 


—=] различныя назвашя: <Го- 
родь Троя», «Слфды па- 
стуха» нт. п: Большин- 
ство изъ нихъ находится 
вблизи церквей или на, 
кладбищахт, что указы- 


ваеть тоже на ихъ ду- 
ховное пронсхожденте. О 
такихъ лабиринтахъ упо- 
минаеть Шекспиръ въ 
свонхт, пьесахъ «Сонъ въ 
ый лЪтнюю ночь» п «Буря». 
Образцы подобныхъ 

Фиг. 60. «дерновыхь»  лабирин- 

товъ приведены здЪеь на 

фиг. 58 и фиг. 59. Изъ нихъ первый (фиг. 58) въ графетвЪ 
Эссексь имфль 110 футовь въ ламетрЪ, а второй (фиг. 59) 
въ НоттипгеймширЪ 51 футь въ маметр® сь лишей пути въ 
585 ярдовь длины (Ливши извилистыхь путей обоихь этихъ 
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Фиг. 61. 


лабиринтовъ яено видны на чертеж»). Оба эти лабиринта, были 
взрыты плугом и уничтожены въ [797 году. Для полноты п 
разнообразя возьмем еще образець итальянскаго лабиринта 16 
столфия (фиг. 60), лабиринть взятый изъ книги англИйскаго 
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писателя 1706 года (фиг. 61), 
п, наконець, датскй лабиринтъ 
тЪхь же временъ (фиг. 62). 

Ве вышепреведенные лабп- 
ринты имфютъ болфе историче- 
сый, чфмъ математическй ин- 
терееъ. Распутать ихъ не трудно. 
Но поелф Реформащи фигуры 
эти потеряли свое символическое 
значеше и сдфлались мало-по- 
малу предметомт развлечентя. 
Лабиринты переходять въ сады, 
цвфтники и парки, гдф путемъ проведеня прихотливо извиваю- 
щихся, то пересфкающихся, то внезапно прегражденныхь, или 
заканчивающихся тупикомь, дорожекъ получались самыя запу- 
танныя и толоволомныя фигуры, въ которыхъ, дфйствительно, 
пелегко было найти дорогу оть края къ центру, и гдЪ трудно 
было не заблудиться. Изъ такихъ зат®йливыхъ садовъ если не 
самый головоломный для рЪшен1я, то наиболЪе извъстный быль 
лабиринть одного изъ дворцовыхь садовъ англйскаго короля 
Вильгельма ПТ. Воть что можно прочесть о немъ въ Епсу- 
с1орае@а ВгИапшеа подъ словомъ «Тафугт@» съ соотв тетвую- 
щимъ рисункомъ (фиг. 63): 


Фиг. 62. 


«Лабиринть въ садахъ дворца Хэмитонъ- коурть считается 
однимъ изъ самыхъ красивыхъ въ Ангии. Онъ быль устроену 
въ первую половину царетвованя Вильгельма ПТ, хотя суще- 
ствуеть предноложене, что онъ существоваль тамъ со времени 
Генриха УПТ. Въ саду переплетается цфлая система аллей и 


56 


изгородей, и опъ быль, какъ говорять, обсаженъ грабами, кото- 
рые потомъ были уничтожены и замфнены остролистами, тисами 
и др. растетями. Аллен были около полмили длиной, а весь 
онъ занималь пространство около четверти акра. Въ центр? 
находились два большихъ дерева со скамейками около нихъ». 


и 


тЫ 


Фиг. 64. 


Способъ пройти къ этому центру и выйти изъ сада состоялъ 
въ томъ, чтобы, вступивъ въ лабиринтъ, съ перваго же шага 
и ло конца касаться изгороди правой рукой. Пройденный такимъ 
образомъ путь обозначенъ у насъь лишей, состоящей изъ точекъ, 
на фиг. 64. 

Слфдующий лабиринть (фиг. 65) во 
владфе!яхъ маркиза Солсбери (Набвбеа 


в | 


Фиг. 65. Фиг. 66. 


Нопзе) хоть и сложн\%е предыдущаго, но довольно легко рфшается 
на бумаг. Другое дЪло получится, если мы вздумали бы обойти 
его въ дфйствительности, не имЪя плана, или не руководствуясь 
извжетной системой. Лабиринть, представленный здЪеь на фиг. 
66, быль устроенъ королевекимтъ обществомъ садоводства въ 
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южномъ Цессингтон$ и нын% не существуетъ. Онъ очень прость, 
хотя и имфеть три входа, изъ которыхъ обозначенный бу- 
квой А ведетъ почти прямо къ центру. 

Воть еще образець (фиг. 67) нёмецкаго лабиринта— изящ- 
наго, но, въ сущиости, незамыеловатаго, и, наконець, па фиг. 
68  предетавленъ  интерееный 
образчикъ лабиринта въ град- эх 
ств Дорсеть. Онъ состоялъ изъ 
грядъ холмиковъ (около фута вы- 
соты) и занималъ около акра пло- я 
щади земли. Въ 1780 году ла- 
биринтъ этоть быль запахань, итария | 
н земля, очевидно, была обра- мА 
щена на болФе производитель- Фиг. 67. 
ный предметъ. 

Приведенныхъ образцовъ лабиринтовъ и историческихъ спра- 
вокъ, полагаемъ, достататочно, чтобы доказать, насколько старъ 
вопрось о лабиринтахъ и вмЪстЪ съ тфмъ насколько многихуъ 

онь интересоваль въ 

свое время. „Люди изо- 

трялись въ изобрфтенти 

®  самыхъ [замысловалыхъ 

и «безвыходныхъ» лаби- 

ринтовъ. Но, въ самомъ 

дЪлЪ, возможно ли по- 

строить или даже начер- 

ал тить безвыходный ла- 

/- $ биринтъ?— т. е. такой, вЪ 

которомъ найти путь къ 
его «центру» и найти 
отсюда обратный выходъ 
было бы только дфломъ 
удачи, случая, счастья, 
а не совершенно опред$леннаго и правильнаго математическаго 
-расчета? Съ этой послфдней точки зря вопроеь прюбр$таеть 
но только теоретическй, но и болыпой практичесый интерес. 
Въ сущности, устройство нашихь городовъ, сфтей желЪзныхъ 


Фиг. 68. 
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дорогъ, каналовъ рЪфкъ, телеграфовъ и т. д.— все это бол%е пли 
менфе сложные лабиринты. И если взглянуть на дЪло ев этой 
стороны, то задача о распутываши любого лабиринта можеть 
считаться не однимъ только «развлечешемъ»... 

Итакъ, представляется вопросъ: есть ли безвыходные лаби- 
ринты, или въ каждомъ лабиринт, руководясь общими извфет- 
ными Правилами, можно разобраться, свободно войти въ него, 
постить любую данную въ немъ точку (если она, конечно, не 
вполнф изолирована оть всей системы непроходимой стфной) и 
затфмъ выйти обратно? 

РазрЪшенше этого вопроса принадлежить сравнительно позд- 
нЪйшему времени, и начало ему положено знаменитымь 9Эй- 
леромъ. Результаты произведенныхь въ этомъ отношени изы- 
сканй привели къ заключеню, что 


Н$тъ безвыходныхъ лабиринтовъ. 


РазрЪшене каждаго лабиринта можеть быть найдено и при 
томъ сравнительно простымъ путемъ. Внимачельный читатель, 


преодолфвиий нижеслфдующ!я главы, самъ сейчась уб%дится 
ВЪ ЭТОМЪ. 


Геометрическая постановка задачи о лабиринтахъ, 


Аллеи, дорожки, коридоры, галлереи, шахты и т. п. ла- 
биринта, какъ знаемъ, тянутся, изгибаясь во веф стороны, пе- 
рекрещиваются, расходятся по всевозможнымьъ направленямъ, 
отвФтвляютел, образуютъ тупики и т. д. Но мы, для большей 
ясности разсмотрфтя вопроса, веЪ перекрестки обозначимъ про- 
сто точками, а всф эти аллеи, дорожки, коридоры и т. д. 
будемъ принималь просто за линш, прямыя, или кривыя, пло- 
свя или нфть—все равно, но эти лини соединяють наши точки 
(перекрестки) дв по дв%. 

Вслёдъ затфмь мы говорим, что эти точки и эти лини 
вмфетЪ составляють геометрическую сть, или лабиринтъ, если 
какая либо точка, движущаяся по линямъ этой сфти, можеть 


придти къ любой другой точь, не покидая лин нашей си- 
стемы (или сЪти). 
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Принявъ это, мы докажемъ, что 
подобная движущаяся точка (представляющая, напр., 
челов$ка) можетъ посяЪдовательно описать всЪ лини 
сти безъ всякихЪ скачковъ и перерывовъ, и при этомъ 
по каждой линш сЪти она пройдетъ не болЪе двухъ 
разъ. 


Другими словами, —лабиринть всегда можеть быть разрё- 
шенъ. 

Но еще раньше, чфмъ приступить къ этому доказательству, 
можно доставить себЪ довольно интерееное математическое раз- 
влечеше, которое поможеть уяснить все предыдущее и весьма 
полезно будеть для усвоевя самаго доказательства. На лиет$ 
О%лой бумаги возьмите произвольно нфсколько точекъ и сосди- 
ните ихь двЪ по двф столько разъ, сколько хотите пропз- 
вольнымъ числомъ прямыхъ или кривыхъ лин, но такъ, чтобы 
ни одна точка системы не осталась совершенно изолированной. 
Итакъ, вы получите то, что мы назвали геометрической сЪтью. 
Или нарисуйте, напримФръ, сФть трамваевъ или конокъ города, 
сЪть желфзныхь дорогь страны, @ь р$къ и каналовъ и т. д., 
прибавьте къ нимъ, если хотите, границы страны, — вы опять 
получите геометрическую сть, или лабиринть (Для начала, 
конечно, лучше брать не особенно сложную сФлть). 


Теперь на кускЪ непросвЪчивающей бумаги, или картона, 
вырфжьте небольное отверстте, черезь которое была бы видна 
только небольшая часть составленной вами рЪфшетки, или лаби- 
ринта. Безь такого приспособлевя въ глазахьъ рябитъ, и легко 
запутаться въ сЪти. ЗатФмъ направьте окуляръ (отверете для 
глаза) ваптего «экрана» на какой либо перекрестокъ (точку) 
вашей сти, — наприм., точку, которую назовемь А, — и едф- 
лайте себф такое задане: обЪфжать этимъ окуляромъ непре- 
рывно всё лини сЪти два раза (пройти каждый путь впередъ 
и назадь) и возвратиться въ точку А. Чтобы помнить уже 
пройденныя окуляромь лини, примите за правило на каждой 
‘проходимой лини ставить поперечную черточку при входф въ 
перекрестокъ и при выходЪ изъ него. Отсюда сл$дуетъ, что двЪ 
оконечности каждаго пути оть перекрестка до перекрестка (отъ 
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точкп До точки) послЪ выполнешя задавшя (пройти каждую 
сфть линш 2 раза) должны быть обозначены 2-мя поперечными 
черточками, но не бол%е. : 

Если мы имфемъ дфло сь дЪйствительнымтъ лабиринтомъ, 
пли галлереями подземныхь шахть, съ развЪтвленями пещеръ 
и Т. д., то блуждающему въ этихъ шахтахъ вмфето черточекъ 
на бумагЪ придется дфлать уже иной знакъ, чтобы орентиро- 
валься, и класть, наприм%рь, камень при входф и выходЪ изъ 
каждаго перекрестка, —въ галлереф, которую онъ покидаеть, и 
въ той, въ которую онъ входить. 

Но обратимся къ намфченному раньше доказалельству, что 
веяюй лабиринть разр®итимь, что нЪТЪ «безвыходнаго» лаби- 
ринта. Другими словами: рёшимъ общую задачу о лабпринтахъ. 


Р5шене задачи. 


Правило |.—Отправляемся отъ начальнаго пункта 
(перваго перекрестка) и илемъ по какой угодно дорог, 
пока не приходимь или въ тупикъ, или къ новому пе- 
рекрестку. Тогда: .- 

г. Если окажется, что мы попали въ тупикъ, то 
возвращаемая назадъ и пройденный путь долженъ быть 

уже отброшенъ, такъ какъ 
мы его прошли два раза 
(впередъ и обратно). 

2°° Если же мы прихо- 
димъ къ новому перекрестку, 

— о — то направляемся по новому 

произвольному пути, не за- 

бывая только всякй разъ 

отм5тить поперечной чер- 
точкой путь, по которому мы прибыли, и путь, по ко- 
торому отправились лальше. 

Какъ э10 показано на фиг. 69-ой, гдз мы движемся въ 
направлени, показанномъ стр®лкой Ё приходимъь къ пересф- 


2 
ченцю путей п беремъ паправлене, обозначенное стрЪлкой д, 


Фиг. 69. 
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но тоть п другой путь мы обозначаемъ черточкой, или крестя- 
комъ (При чемъ крестикъ обыкновенно ставится, чтобы 0б0- 
значить второй, позднЪйний, путь). 

Мы слфдуемъ указанному выше первому правилу всяюй 
разъ, когда приходимъ на такой перекрестовъ, на, которомъ мы 
еще не были. Но, въ конц концовъ, мы необходимо должны 
придти къ перекрестку, на которомъ мы уже были, и здЪеь 
можеть представиться два случая. На извфстный уже намъ 
пункть мы проходимъ по дорогЪ, уже разъ пройденной нами, 
или же по пути новому, не отмЪченному еще черточкой. Въ 
такомъ случаз сл$дуеть придерживаться такихъ правилъ: 

Правило И. — Прибывъь на 
извЪстный уже намъ перекре- 
стокъь по новой дорогБ мы 
должны сейчасъ же повернуть 
обратно, предварительно отмЪ- 


8. 
тивъ этоть путь двумя чер- й // 
точками (прибыте и обратное у 
отправлеше 

р ), Фиг. 70. 


какъ это указано на, фиг. 70-ой. 

Правило 1. Если мы приходимъ на извЪстный намъ 
перекрестокъ такимъ путемъ, которымъ мы уже разъ про- 
шли раныше, то отм$тивъ этотъ путь второй черточкой 
(или кресгикомъ), отправляемся 
дпалыше путемъ, которымъ мы 
еще не шли, если только та- 
кой путь существуетъ. 

Этоть случай изображенъ на 
фиг. 71-0й. 

Но если такого пути нётъ, 
то выбираемъ дорогу, по кото- 
рой прошли только одинъ разъ. 

Фиг. 71. Случай этоть изображенъ на 
фиг. '72-0й. 

Придерживаясь точно указанныхъ правиль, мы необходимо 
обойдемъ 2 раза всф линш сфти и придемъ въ точку отира- 
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влешя. Это можно доказать, сдфлавъ 
и уяенивъ себЪ предварительно тавя 
замфчантя: 

Г. Выходя изъ точки отправле- 
вшя, скажемь А, мы ставимъ началь- 
ный знакь (поперечную черточку или 
крестикъ). 

25. Нрохождеве черезь перекре- 

ВЫ: стокъ по одному изъ предыдущихь 

3-хъ правилъ каждый разъ добавляеть 

два знака (дв поперечныя черточки) на литяхъ, которыя схо- 
дятся въ этой точек. 

3°. Въ любой моменть прохожденя лабиринта, передъ при- 
былемъ на какой либо перекрестокъ, или послф отправлешя 
изъ него, начальный перекрестокъ (пункть отправлен1я) иметь 
нечетное число знаковъ (черточекь и крестиковъ), а всамй 
другой перекрестокъ имфетъ ихъ четное число. 

4°. Въ любой моменть, до или посл прохода черезъь пере- 
крестокъ, начальный перекрестокъ имфеть только одинъ путь, 
обозначенный только одной черточкой. Всяый же иной изъ по- 
сфщенныхъ уже перекрестковъ можеть имфть только два пути, 
обозначенныхь одной черточкой. 

5°. Посл полнаго обхода лабиринта у всфхъ перекрестковъ 
веБ пути должны имЪть по двЪ черточки. Это, впрочемъ, вхо- 
дить прямо въ услове задана. 

Принявъ во внимаше все вышеизложенное, мы легко убЪ- 
димся, что если кто-либо отправляется изъ начальнаго пере- 
крестка, скажегь А, и прибываеть въ какой-либо иной пере- 
крестокь Л/, то онъ не можеть встрЪтить такихъ трудностей 
задачи, которыя могли бы остановить его дальнфйшее путе- 
шество. Въ самомъ дЪяЪ, въ это мфето 1 онъ приходить пли 
новымъ путемъ, или путемъ, который уже одинъ разь прой- 
денъ. Въ первомъ случа прилагается [-е или П-е изъ данныхъь 
выше правилъ. Во второмъ—вступлене на перекрестокъ Ли 
остановка здЪфсь дала бы нечетное число знажовъ около него, 
слфдовательно, за ненмфнтемтъ новаго пути надо пойти по уже 
пройдениому одинъ разъ пути, и около перекрестка, будеть четное 
число знаковъ (если онъ не начальный), по замфчанио 3°. 
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Пусть, наконецъ, мы будемъ вынуждены закончить нашь 
путь и возвратиться въ начальный перекрестокь А. Назовем 
эту посл6лнюю лишю ЯЙЛ, т. е. она ведеть изъ перекрестка 
въ начальный А. Этоть путь долженъ быть необходимо тЪмъ 
самымъ, которымъ мы отправились первый разъ изъ А, иначе 
путь можно было бы продолжать. И если теперь мы прину- 
ждены имъ же возвратиться въ точку исхода, то это значитъ, 
что въ перекрестк$  н$ть уже никакого другого пути, кото- 
рый бы не быль уже 2 раза пройденъ. Нначе это значило бы, 
что забыли приложить первую часть правила ПШ-то, боле 
того, это значило бы, что въ @ есть какой-то путь УЯ, прой- 
денный только одинъ разъ по замфчаню 4`. Итакъ, при по- 
слбднемъ возвращени въ А всф пути въ & должны быть от- 
м$чены 2-мя черточками. Точно также это можно доказать для 
предшествующаго перекрестка У, и для всЪхъ остальныхъ. Дру- 
гими словами — наше предложене доказано, и задача рЪфшена. 

Этоть изящный способъ рёшены задачи дант, французскимъ 
инженеромь М. Тремо. Вакъ видимъ, онъ вполнЪ доказываеть, 
что нфть безвыходныхъ лабпринтовъ. 


Филадельфийсвй лабиринтъ. 


Объ одномъ пзъ новфйшихъ, не построснныхъ, впрочемъ, 
а только начерченныхъ лабиринтовъ поучительную пстор!ю раз- 
сказываеть Н. Е. Ридепеу въ журнал «Те Эбгапа Масалте» 
ва 1908 г. 

«Н»сколько лЪть тому назадъ,—сообщаеть упомянутый ав- 
торъ, —одинъ странствующ!й торговець, живя въ Филадельи, 
вь Соединенныхь Штатахь Америки, увлекся головоломными 
лабириптами такъ, что забросилъ всф свои дфла. Дни и ночи 
проводилъ онъ за разрёшешемъ и составлешемъ головоломныхъ 
лабиринтовъ. Приводимый здфсь лабиринть (фиг. 73) довелъ 
его до пьянства. Въ концф концовъ онъ помфшался. Разу- 
мЪется, мозги его и раньше были не въ порядкЪ, если такой 
незначительной причины было достаточно, чтобы окончательно 
разстроить ихъ». 
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Во всякомъ случа, отсюда, слфдуеть вывести такую мораль, 
что лабиринты совсфмъ ужъ не такая важная вещь, чтобы изъ 
за нихъ стоило голову терять. Приводимъ этоть (фиг. 73), въ 
буквальномъ смыслф слова, «толоволомный» лабиринть уже съ 


готовымъ и упрощеннымъ рЪшентемъ его: вс® тупики (слфпые 
проходы) въ немъ уже заштрихованы и главнЪйние пути ука- 
заны точечными или штриховыми лин1ями. И по рФшенно, дан- 
ному на этой фитурЪ, видно, что оть А надо сначала идти 
къ (С, и потомъ оть Ёкъ Б. 

Но, когда мы придемъ къ 
С, у насъ являютея три до- 
роги, обозначенныя 1, 2, 3, 
чтобы дойти до Г). Точно также, когда мы дойдемь до Ё, тоже 
видны три дороги, обозначенныя 4, 5, 6, чтобы дойти до Ё. У 
насъ есть такимъ образомъ обозначенная точками дорога оть С 
до Ё, другая— обозначенная точками дорота оть © до Ёи про- 
ходъ оть 0 до Ё, указанный звфздами. Мы можемъ. слЪдова- 


тельно, выразить положене дфла маленькой упрощенной д!а- 
граммой на фиг. 74-ой. ЗдЪеь веЪ условн пути соотвЁтетвують 
путямъ кругообразнаго лабиринта, но только болфе доступны 
глазу. И воть при такихъ-то условяхъ, при услов!и также, ко- 
торое здЪсь можно выполнить, не проходить дважды черезъ 
одинъ и тоть же проходъ, окажется 640 путей оть А до 6. 
Для головоломнаго лабиринта, — это, не правда ли, довольно 
хорошо. 


Задача, 39-я. 


Хижина Розамунды. 


А 


То 


д 


ИЕ 


Фиг. 75. 


А теперь, почтенный читатель, посл изложеннаго уже и, 
думаемь, усвоеннаго вами р5шеня задачи о лабиринтахь для 
вась будетъ не трудно найти путь къ хижинЪ прекрасной Роза- 
мунды, поселившейся вт, паркЪ, изображенномъ на фиг. 75. Если 

ВЪ ЦАРСТВВ СМЕКАЛЕИ. 6 
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до спхь порь вамъ не приходилось еще слышать о прекрасной 
РозамундЪ, то, кстати, достаньте книгу и прочтите эту историю... 
Гыть можеть, для сокращеюял времени вамъ не безполезень 
будеть совфть начать поиски оть хижины. и пайти лучше 
выходт изъ этого коварнаго парка, чфмъ начинать со входа. 
Впрочемъ, при наличности свободнаго времени это безразлично. 


Задача, 40-я. 
Еще лабиринть. 


Фиг. 76. 


Боть еще любопытный образчикъ лабиринта, въ котором 
надо пробраться по кратчайшей доротВ къ центру (фиг. 76). 


Общя замфчангя. 


Задача, о лабиринтахъ находится въ непосредственной связи 
съ задачей Эйлера о мостахъ п островахъ, а также съ вопро- 
сомъ о вычерчиваши однимъ почерком различныхъь фигуръ 
(уникурсальныя фигуры). На стран. 152 — 168 первой частл 
пашей книги эти задачи разобраны довольно подробно. ЗдЪеь 
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пе лишнимъ будеть привести т обийя теоремы, которыя ле- 
жать въ основ подобныхъ задачъ. Условимся прежде всего на- 
зываль точкой четнаго порядка такую точку, изъ которой вы- 
ходить четное число лин!Й, и точкой нечетнаго порядка такую, 
въ которой встрфчается нечетное число линй. Тогда; 

1°. Въ замкнутой фигур можеть быть только четное 
число нечетныхъ точекъ, —все равно, уникурсальная эта фи- 
гура, или н%тЪ. 

2°. Замкнутая фигура, вс точки которой суть четнаго по- 
рядка, всегда можеть быть вычерчена однимъ почерком, на- 
чиная съ любой изъ ея точекъ; т. е. такая фигура всегда 
уникурвальна. 

35. Если въ замкнутой фигур не боле 2-хъ нечетныхъ 
точекъ, то она можеть быть вычерчена однимъ почеркомъ, 
начиная только съ одной изъ этихъ точекъ. 

4°. Замкнутая фигура съ числомъ нечетныхъ точек бо- 
лфе двухъ ие вычерчиваетя однимъ почеркомъ. 

5°. Пусть въ замкнутой фигур есть Зи нечетныхъ т0- 
чекъ, тогда необходимо и доетаточно # премовъ, чтобы 
вычертить фигуру. 

Доказательство этихъ теоремъ можно найти частью въ 1-й 
части нашей книги, частью у Гасаз, «ТЬбоме 4ез МошЪгез», 
глава УП. 

Изъ этихъ теоремъ вытекаетъ и р5шенте задачи о лабирин- 
тахь Тремо,—р%Ъшенте, сводящее лабиринтъь къ такой замкну- 
той кривой, которая вычерчивается двойнымъ непрерывнымъ 
движешемъ, если каждую линю пройти дважды: впередъ и 
назадъ. 

Такимъ общимъ путемъ, какъ мы уже указали, можеть быть 
ршенъ всяк лабиринть. Если же на практик$ рфшеше можно 
упростить, то, конечно, слфлуеть это дЪлаль. 


5* 
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Задача, 44-я. 


Картографичесый вопросъ 


ИЛИ ы 


теорема о четырехъ краскахъ. 


Вопросъ, на который мы сейчась желаемъ обратить внима- 
ве читателя, извфстенъ уже давно всфмъ, спещально занимаю- 
щимся черчешемъ и раскрашиваюемъ теографическихь карть 
и плановъ. Состоить онъ въ слфдующемтъ: 

Лля всякой карты достаточно четырехъ различ- 
ныхъ красокъ, чтобы любыя двЪ области, имБюния 
общую пограничную лин!ю, не были окраапены вт, одинъ 
и тоть же цвЪтъ; при чемъ все равно, сколько бы ни 
было областей, какъ бы прихотливы ни были ихъ по- 
граничныя очертаня и какъ бы сложно ни было ихъ 
расположене. 

Выяснене задачи. 


Изъ прилагаемой фиг. 77 можно убЪдиться, что четыре раз- 
личныхь краски дЪйствительно необходимы. НЪсколькихъ попы- 
токъ, предпринятыхъ въ этомъ направлени, 
достаточно для большинства, чтобы убфдиться 
ВЪ невозможности составить карту съ такимъ 
расположенемъ областей, или участковъ, гдЪ 
потребовалось бы для выполнен!я услов!Й за- 
дачи боле четырехъ различныхъ красокъ. 
Но даль этому послёднему положеню мате- 


матическое доказалельство — составляеть уже совершенно иное 
дфло. 


Спецщалистамъ картографическато дфла этоть вопросъ, какъ 
упомянуто выше, извЪстенъь уже давно. Но какъ математиче- 
скую теорему, или задачу для ршеня, впервые выдвинули его 
Мёблусь въ 1840 году и Гютри, а зат$мъ еще болфе популя- 
ризовалъ его Морганъ. Вопроеъ получиль извЪетность и быль 
объявленъ, какъ одинъ изъ нерзшенныхъ, или даже, быть мо- 
жеть, неразрёшимыхъ съ помощью математики. Начиная съ 
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1878 года, талантливый математикъ Кэли (Каеу) обвародо- 
валъь нЪфсколько доказательствъь этой теоремы, но всЪ они ока- 
зались несостоятельными. Профес. Кемпе и проф. Тэть также 
тщетно пытались рёшить вопросъ. Итакъ, задача остается до 
сихъ поръ открытой и ждеть еще своихъ побфдителей. 

Если бы разсматриваемое нами предположене было неврно, 
то это можно было бы обнаружить хотя однимъ какимъ-либо 
примромъ, — наприм., составленемъ такой «карты» съ пятью 
или болфе, областями, гл четырехъ различных красокъ для 
выполненля заданнаго условя недостаточно. Многе и попытал 
лись это сдфлать, но... вопрось такъ и остается открытымъ. 

Пока что, доказано только, что существують поверхности, 
для которыхъ данная теорема не иметь мЪста. 'Георема мо- 
жеть имфть м$сто на плоскости, или на поверхности шара. 

Быть можеть, кто либо изь нашихъ читателей займется 
этимъ вопросомъ и будеть настолько настойчивЪъ и счастливъ, 
что разрфитить его! Аналомя этой задачи съ Эйлеровой задачей 
о мостахъ, съ задачей объ уникурсальныхъ кривыхъ и съ пре- 
дыдущей задачей о лабиринтахь напрашивается какъ-то сама 
собой. Но аналогия въ математик, увы. ничего не доказывает. 


ыы е - м = `` 


ЗН 


0 весьма большихъ и весьма малыхъ числахъ. 


Что такое биллонъ? 

Въ Англш, Германт и въ н%которыхь иных» странахъ 
сфверной Европы часто въ основу счета кладуть группы изъ 
шести знаковъ: 

105 —1000 000 = миллюнъ; 1012 —1 000 000 000 000 бил- 
люнъ, 10"8 — триллонъ и т. д. 

Въ Америк$ и въ южно-европейскихъ странахъ въ основу 
счета кладется группа изъ трехъ цифр: 

106 —= милмонъ; 10% биллюнъ; 1012 = триллюнъ и т. д. 

Вопроса о томъ, какая изъ этихъ системъ правильн%е, быть, 
конечно, не можеть. ВЪрно и то, и другое. Все дЪло въ разъ 
навсегда принятомъ услоши о значени того или или иного 
слова. Англичане, впрочемъ, указываютъ на филологичеекя, 
такъ сказаль, преимущества ихъ счисленя: биллюнъ, т. е. 
вторая степень миллюна; трилжонъ, т. е. третья степень мил- 
мона, и т. д... 

Впрочемъ, разница въ наименован!и касается, какъ видимъ, 
такихъ большихъ чисель, которыя лучше всего опредфлять 
просто количествомъ входящихъ въ нихъ знаковъ (цифръ), а 
потому на практикЪ изь такого различнаго употреблешя въ 
разныхь странахъ одного н того же слова не создается затруд- 
ненй; и это обыкновенно не отмфчается даже въ учебникахъ 
арнеметики. Но о словф биллюнъ слфдовало бы упоминать. 
Слово это приходится слышать часто, а потому надо имЪть въ 
виду, что оно означаеть тысячу миллоновь въ устахъ обита- 
телей однихь странъ и миллюнъ мизионовъ въ устахъ обита- 
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телей другихъ. Разсказывають по этому поводу о безпокойетв%, 
а затЪмъь о «радости» французовъ, когда они заключали тяже- 
лый миръ съ побфдителями, нфмцами. Рфчь шла объ огромной 
контрибущи въ пять «биллюновъ» франковъ, которую затребо- 
вали нфмцы. Такъ какъ «билмонъ» у нфмцевъ есть миллюнъ 
миллюновъ (т. е. 10"2), а у французовъ онъ равень тысяч 
миллюновъ (109), то французы, говорять, переживали дни тяже- 
лыхъ недоумЪй, пока оть нфмцевъ не была получена бумага, 
гдЪ цифрами (5 000 000 000), а не словами, была указана 
требуемая сумма. И оказалось, что побфдители на этотъ разъ 
слово «биллонъ» приняли такъ, какъ понимается оно побф- 
жденными ими французами. Вотъ почему, пожалуй, было бы по- 
лезно разъ навсегда условиться принять вмЪсто слова «бил- 
люнъ» французское слово миллардъ, какъ назваше тысячи 
миллоновъ. 

Въ наше время различнаго рода «милмардёровъ» слово «мил- 
лардъ» или «биллюнъ» сдфлалось привычнымь и нисколько, 
вообще говоря, не поражаеть обывалельскаго ума. Н%сколько 
иначе къ этому слову отнесется болфе развитой математически 
умъ. Онъ скажеть вамъ, напримЪръ, что отъ начала нашей 
эры, т. е. оть Рождества Христова и до 10 час. 40 м. 29 апрЪля 
1902 г. протекъ только биллюнъ (милмардъ) минутъ. 

Пытаясь сосчитать билмюонъ (милмардъ = 103) спичекъ, 
считая по одной и предполагая, что надо употребить по секунд 
на спичву, занимаясь такимъ счетомтъ по десяти часовъ въ сутки, 
окажется, что на этоть процессъ счета придется употребить 
76 лЪты 

Если взять биллюнъ въ англйскомъ значени этого слова, 
т. е. миллюнъ миллюновъ — 10'2, то можно привести еще болЪе 
разительный примръ, который данъ однимъ англскимъ про- 
{фессоромъ: 

Если, говорить этоть профессоръ,—Адамъ былъ сотворенъ 
за 4004 года до Р. Х. (библейская хроноломя) и если бы онъ 
могь считаль непрерывно всф 24 часа въ сутки, и въ ва 
ждую секунду называть три послфдовательныхъ числа, то, доживя 
до нашихь дней, онъ сосчиталь бы только немногимъ боле 
половины биллюна въ ангийскомъ смыслф этого слова... 
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Въ повседневномтъ обиходф намъ приходится обыкновенно 
встр$чаться со сравнительно небольшимъ числомъ какихъ-либо 
предметовь или съ небольшимъ числомъ вхъ частей. Но въ 
наукф, вообще говоря, мы можемт ветр$титься съ числомъ какой 
угодно величины, — чрезвычайно большой и чрезвычайно малой. 
Разстояня неподвижныхь звфадъ, скорость свЪфта, возрасть 
вселенной и т. п. представляютъь примфры весьма большихъ 
чисель, а размфры атомовъ, продолжительность ихтъ удара 
одного о другой суть примЗры величинъ другого, чрезвычайно 
малаго порядка. Но если написано число, съ болынимъ коли- 
чествомъ знаковъ, — скажемъ 15-ти-значное, 20-ти-значное 
и т. д. число, то нашъ умъ отказывается соединять СЪ такимъ 
числомъ какое-либо представлен1е; и чтобы «объяснить», такъ 
сказаль, это число, мы должны прибЪгать или къ какимъ либо 
такимъ новымъ единицамъ сравненя, какъ свЪтовой годъ, или 
къ инымъ какимъ либо премамъ иллюстрации. Такъ, напр., если 
мы скажемъ, что въ каплф жидкости, висящей на конц® острия 
булавки, заключается нЪеколько милллардовъ атомовъ, то это, ко- 
нечно, дасть намъ болфе ясное представлене о величин% атома, 
чфмъ если бы мы написали дробь съ единицей въ числителф, а въ 
знаменателЪ ея— огромное многозначное число. 

Для поясневя величины н$которыхъ чиселъь существуютъ 
цфлые разсказы и даже легенды. Двадцатизначному числу, пред- 
ставляющему 64-ю степень 2 безь единицы, особенно повезло 
въ этомъ отношенш. Помимо легенды о браминЪ Сесс$ и повели- 
телф Инди ШеранЪ, разсказанной нами въ 1-Й части этой 
книги, есть и такая иллюстращя этого числа, предлагаемая Оли- 
веромъ Лоджемъ въ его «Легкой математик». 

«Страна, величиной съ Ангию, была осаждена непрятель- 
скимъ флотомъ, и ея обитателямт, грозила опасность умереть 
съ голоду, такъ какъ они не выралцивали собственнаго зерна. 
При этихъ обстоятельствахъ капитанъ одного коммерческаго судна, 
настойчивыми просьбами добился отъ нешлятеля пропуска чрезъ 
блокаду, причемь ему разрфшено было провести шахматную 
доску, покрытую пшеницей, для его умирающей съ голоду жены 
и семьи: на первомъ квадратЪ должно было находиться одно 
зерно, на второмъ-— два, на слфдующемъ— четыре и т. д. 
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«Но когда непрятельсы адмиралъь сдфлалъ необходимыя 
вычисленя при помощи одного японскаго моряка, случайно на- 
ходившагося на борту, то оказалось, что зерна, которое онъ 
долженъ былъ пропустить, хватить не только, чтобы накормить, 
но чтобы задушить вефхъ обитателей страны (Оказалось, что 
число зеренъ равно 18 446 744 0773 709 551 615). Такимъ коли- 
чествомъ зерна можно было бы покрыть всю землю слоемъ толщи- 
ной въ 4 метра. 

«Тогда адмиралъ разрзшилъ пропускъ лить при томъ услови, 
чтобы весь запасъ былъ провезенъ съ одного раза». 

Слфдуеть замфтить, впрочемъ, что въ очень многихъ слу- 
чаяхъ при весьма большихъ числахь не такъ важно точное 
численное опред$ленше величины, какъ порядокъ этой величины. 
«Порядокъ же величины» опредфляется просто числомъ цифръ, 
потребныхь для ея обозначеня. 


Задача, 42-я. 
Довольно большое число! 


Съ помощью трехъ девятокъ написать возможно 
болышпое число? 
РЖшен:е. 


Очень часто въ отвЪть на предложенный выше вопросъ пи- 
шуть число 999, но это невЪрно. Точное р»шенше вопроса пред- 
ставить число: 

9 
9 

Другими словами, 9 нужно помножить само на себя столько 

разъь сколько единицъ заключается въ числ 99. Но 


99 — 387 420 489. 


Итакъ, нужно произвести 387 420 489 умноженй девятки 
самой на себя, чтобы получить искомое число! Получится «до- 
лольно болыное число». Но въ остроумной п талантливой кни- 
жечкЪ «Пийайоп тшае6тайаие» г. Лэзанъ (Гайзатб) рЪши- 
тельно не совЪфтуеть тратить время на отыскан!е этого числа. 
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<«Н%ть, рьшительно не совЪтую вамъ,— оворитъ г. Лэзанъ, — 

* 
принималься за эту задачу. Позвольте мн вамъ сказать и по- 
вторите своимъ ученикамъ, которые позже фактически убЪдятся 


9 
9 = 5 
ВЪ этомъ, что число, 9 › если оы его написать по десятичной 


систем, имЪло бы 
369 692 128 цифръ. 


«Чтобы написаль его на бумажной лентф, предполагая, что 
каждая цифра займеть 4 миллиметра въ длину, нужно было 
бы, чтобы эта лента имфла 

1478 километровъ, 772 метровъ, 40 сантпметровъ. 

«то немножко больше удвоеннаго разстоявя оть Парижа, 
въ Авиньонъ и обратно по желфзной дорог%. 

«Необходимое время, чтобы написать это число, полагая по 
секунд па цифру и работая по 10 часовъ въ день, не превы- 
сило бы`28 лЪть и 48 дней, съ усломемъ включить сюда всЪ 
воскресенья и всф праздники, т. е. не имЪть ни дня отдыха. 

«Для большаго освфдомлен1я могу вамъ сообщить, что первая 
цифра нскомаго числа 2, а послФдняя 9. Намъ остается, значить, 
найти не болфе 369692 126 цифръ. Вы подумаете, можеть 
быть, что облегчене довольно слабое, я то же думаю. Зато, 
надЪюсь, согласитесь, что заглаве «Довольно большое число» 
поистин% оправдало себя...>. 


? 


Задача 43-я. 
Лавины. 


Не такъ давно часто бывало (да п теперь это бываеть), что 
руссый обыватель неожиданно получать письмо оть неизвЪет- 
наго даже ему лица съ просьбой переписать присланное письмо 
въ 6, наприм., кошяхъ и разослать эти пять кошй пяти раз- 
личнымъ лицамъ съ такой же просьбой, т. е. чтобы получивиие 
‚въ свою очередь сдЪлали съ письма но 5 кошй, разослали ихъ 
ит. д... Чаще всего подобнымъ образомъ распространяли раз- 
наго сорта «молитвы», — особенно приписываемыя покойному 
популярному прототерею Тоанну Сермеву (Кронштадтскому). Въ 
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провинция обыватели на письма такого сорта откликались до- 
вольно охотно, пока не надофло. 

Не особенно давно также, быть можеть, читателю приходи- 
лось ветрЪчаться или слышаль о ловкой рекламЪ какого-то про- 
давца часовъ. Этоть господинъ предлагаль каждому желаю- 
щему имЪть «даромъ» часы на слфлующихъ условяхъ: Прода- 
вець высылаеть желающему талонъ съ 6-го отрЁзными купо- 
нами. Пусть получатель убЪдить шестерыхъ своихъ знакомыхъ 
взять по одному купону въ рубль. Деньги эти пересылаются 
продавцу, а тоть немедленно за это получателю высылаеть 
«даромъ» часы. Но въ свою очередь каждый купивиий за 
1 рубль купонъ получаеть оть продавца талонъ съ шестью 
купонами: пусть онъ убфдить б своихъ знакомыхъ взять 6 ку- 
поновъ по 1 рублю, и тогда онъ получить тоже часы «даромъ». 
Въ свою очередь каждый изъ купившихъ купонъ получаеть 
книжку съ 6-ю купонами, «убЪждаеть» шесть своихъ знако- 
`мыхъ купить по купону въ 1 рубль, получаеть часы и т. д... 

Своеобразная реклама эта дает поводъь къ постановки 
ршенно слфдующей интересной задачи, въ которой для боль- 
шей разительности возьмемъ даже небольшя числа. 

Пусть кто-либо пошлеть три письма, обозначивъ 
каждое номеромъ т; каждый получивший такое письмо 
въ свою очередь пусть пошлетъ по 3 коши съ него, 
обозначая эти коши номеромъ 2; каждый получивций 
эти копи № 2-й въ свою очередь тоже пошлетъ по 
3 коши съ письма, обозначивъ ихъ номеромъ 3 ит. д... 
до тЬхъ поръ, пока номеръ разсылаемой коши не до- 
стигнетъ какого либо опред$леннаго числа, напр., 50. 
Предположимъ теперь, что каждый, кого просятъ, сдф- 
лаетъ это и пошлеть по 3 коши, предположимъ также, 
что письма всегда будутъ получать разныя лица, 
такъ что никто не получить письма дважды. Спраши- 
вается, при какомъ номер коши каждый мужчина, 
женщина и ребенокъ на всей землБ получить подобное 
письмо? 
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РЖшен!е. 


Пусть искомый номеръ кошй будеть х. Примемъ населене 
земного шара круглымъ счетомъ въ полтора милларда, т. е. 
въ 1500 000 000 человфкъ. По условно задачи, это число должно 
получиться, какъ сумма членовъ ряда чисеть 


Рядь этоть есть геометрическая прогресстя изъ х членовъ 
съ знаменателемъ прогресст 3. Какъ извфстно, сумма членовъ 
такой прогрессш, ©, выражастся формулой 


5" и 
7—1 


Значить, для нашей задачи им\фемъ: 


Зе - 
—. —1500 000 000. 
Или 
3 1=1 000 000 000 = 10%. 


Полученное ур-е 3” — 1 —= 109 принадлежить къ виду такъ 
называемыхъ показательныхъ уравневшй и рфшается съ помощью 
логариемированая обфихъ его частей. Для нашей цфли, оче- 
видно, будеть совершенно безразлично, если мы пренебрежемъ 
входящей сюда единицей. Тогда логариемироване даетъ: 


2153 = 5(103) 
п 
9 


ре 123 


— 18,86. 

Полученное рфшене доказываетъ, что если лавину писемъ 
указаннымъ въ задачЪ способомъ довести только до кошй за, 
№ 19, то число нисемъ уже превысить весь живущ на зем- 
номъ пар человфчесый роды 

Часовщикъ, о которомъ мы говорили выше, очевидно, им ль 
понятие о геометрическихъ прогресаяхъ. Другой вопросъ, однако, 
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насколько осуществимъ подобный способъ распространенйя сво- 

ихъ товаровъ и даже, насколько опъ добросовфетент 
Насколько быстро увеличиваются числа въ геометрических 

прогрессляхъ, вы поймете также изъ слфдующей главы. 


Прогресся размножения. 


Думали ли вы когда нибудь, что представлялъь бы собой 
нашь мфъ, если бы въ немъ не было смерти, и всЪ живыя 
существа размножались бы безпрепятственно? Легко показать, 
что законъ геометрической прогресси размноженя привелъ бы 
такой м]ъ къ самому прискорбному состоянию, какое только 
можно себЪ вообразить. Въ какихъ-нибудь два-три десятилЪ ия 
вея поверхность суши сплошь заростеть непроходимыми дебрями 
растешй, въ которыхъ будуть буквально кишфть милларды 
всевозможныхъ животныхъ, яростно пожирая другь друга въ 
борьбЪ за м%сто. Океанъ, вмЪфсто воды, наполнится рыбой до 
того, что никакое судоходство не будеть возможно, а воздухъ 
сдфлается непрозраченъ отъ птицъ и насфкомыхъ. Все это бу- 
детъ тфенить другъ друга, безжалостно пожирая и уничтожая, 
такъ какъь для новыхъ пришельцевъ буквально не будеть мфста. 
ЭЗдЪсь будеть непрерывный вопль и зубовный скрежеть, и вс% 
ужасы Дантова ада поблдн®ютъ предъ такой картиной. 

Цифры и вычислентя показываютъ, что въ такихъ мрачныхъ 
пророчествахь нфть ни тЪни преувеличенля. Если бы даже на 
земномъ шарф было первоначально одно растеше, занимающее 
не болфе квадратнаго фута почвы, то и для него векорф не 
хватило бы м%ста, если бы смерть не уничтожала его потом- 
ства. Вообразимъ, что оно даеть ежегодно всего 50 сфмянъ — 
цифра небольшая, такъ какъ мномя растентя (макъ, белена и 
друг.) дають ихъ тысячи и десятки тысячь. НЪФтъ ничего легче, 
какъ разсчиталь, что уже черезь 9 лфтъ такое растеве сплошь 
покроеть всЪ 50 миллюновъ квадратныхъ миль поверхности 
суши. Вотъ ходъ вычисленй, который каждый можеть про- 
вфрить: 
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Число растенйй. 


Черезъ 1 годъ...... 1Ж50—= 50 
‚ Зе №. 50 50— 2500 
82 о 50х50 = 125000 
> 1 Ш Е... 6250000 
> ии и 2. 312 500.000 
о, о 15625.000000 
> И. м. 751 2501000000 
> $8 >... г... 99062500000 000 
> 39 › ..... 1953 125 000 000 000 


Число квадратныхъ футовъ поверхности твердой земли меныие 
и равно всего 1 421 798 400 000 000. Другими словами, менфе 
чфмъ въ девять лЪть растене сплошь покроеть всю землю, и 
для дальнЪйшаго размножен!я физически не будеть м%ста. Но 
мномя живыя существа размножаются гораздо быстр%е, нежели 
взятое выше для примфра растеше. Обыкновенная муха въ те- 
чеше одного лЪта дала бы — не будь въ мф% смерти — потом- 
ство ни мало ни много, какъ въ двадцать милмоновь! А въ 
пять лЪть потомство ея выразилось бы умопомрачительнымъ 
числомъ, состоящимь изъ 87 цифръь (32 1035). Пауки не 
уступають мухамъ въ этомъ отношен!и: каждый кладеть сотни 
яицъ, и въ н%+сколько лфтъ пара пауковъ населила бы землю 
не меньпимъ числомъ потомковъ, нежели муха, —если бы смерть 
не уничтожала 99°/о всЪхъ яичекъ. Еще быстрЪе размножаются 
тли (Ари), которыя дають около 25 особей въ сутки. Въ какихъ- 
нибудь 10 дней эти легчайния, эоирныя создан!я составили бы 
колоссальную гору тфлъ, равную по вфсу билл/юну людей! 

Смерть уничтожаеть ежегодно не менфе трехъ четвертей 
вефхь рождающихся птицтъ. Не будь этого, каждая пара птицъ 
въ 15—20 лЪть превратилась бы въ тысячи миллоновъ экзем- 
пляровъ; пара голубей уже въ 7 лёть дала бы почти 10 мил- 
моновъ птицъ. Рыбы размножаются не менфе быстро, нежели 
обитатели воздушной стихш. Треска на третьемъ году жизни 
мечеть 9 000 000 икринокъ; легко разсчитать, что если бы веЪ 
икринки развивались безпренятственно, то въ нЪфеколько лфть 
треска наполнила бы сплошь моря и сдфлала бы невозможнымъ 
мореплаван!е. 
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Риг. 78. Ирозреесля размноженя. Потомство одной трески посяВ трехь лБть 
безпрепятетвевнаго размножевя: 40 милзоновъ особей. 


Изь наземныхъь существъ всего медленнфе размножается 
слонъ, но и онь въ 500 лЪтъь причесь бы потомство въ 
15 000 000 слоновъ. Но если бы всЪ звЗри безнрепятетвенно 
размпожались, то ужасныя послФдетня такого положеня вещей 
сказались бы, конечно, гораздо ранфе, нежели черезь столфте: 


Фиг. 79. Прозрессвя размноженя. Потомство пары голубей посл семин лЪтЪ 
безпрепятственназо размноженые: 10 миллюновъ особей. 
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въ какихтъ-нибудь два-три десятил тя крокодилы заполнили бы 
всЪ рфки, медвЪди, тигры, волкл стаями ходили бы по нашимъ 
городамъ и деревнямь, и никакая культура не была бы 
возможна. 

На прилагаемыхъ рисункахъ читатели найдуть наглядное 
изображене тЪхъ фантастическихь ландшафтовъ, которые по- 
явились бы на нашемъ земномь шарЪ, если бы смерть хотя бы 
на время остановила регулирующую работу своей страшной 
косы. При всей фантастичностн, рисунки эти имфють, какъ мы 
видфли, нфкоторое реальное основаше въ геометрической иро- 
гресст размножения. 

А человЪкъ? Въ настолщее время на всемъ земномъ шарЪ 
круглымь счетомь 1'/> милларда людей; число же квадратныхъ 
футовъ твердой земли — въ миллюнъ разъ болфе. Полагая по 
футу на человфка, мы имЪемь, что если населенше земного 
шара увеличится въ миллонь разъ, то оно сплошь покроеть 
всю сушу, какъ колосья вт, полЪ. Какъ скоро наступило бы 
это, если бы не было естественной смерти? Статистика пока- 
зываеть, что среде процентъ рождаемости населешя равенъ 
3'/>. Вапиталь, положенный въ банкь по 31/25/о (сложныхтъ), 
удваивается, какъ извЪстно, каждые 20 лЪть тоже будеть и 
съ населешемъ. Сколько же такихъ удвоевй нужно, чтобы на- 
селеше увеличилось вь миллюнъ разъ? Рфшивъ уравнене 


2—1 000 000, 
найдемъ, что х равно 
17 1000000 6 _ 
2  ^ 030108 — 19. 


Другими словами, черезь 20 19 —=380 лфть люди сплошь 
покрыли бы вс малерики и острова земного шара, не будь 
естественной смерти. А въ 2400-мъ году по Р.Х. вновь рожда- 
юниеся должны были бы уже помфщаться на головахъ стар- 
шаго поколфня. 

Тавъ было бы, если бы люди были беземертны. Но даже и 
при настоящихь усломяхь возростанше населешя внушаетъ 
серьезныя опасения за будущее. Естественный прирость насе- 
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Фиг. 80. Проурессая размножешя. Черезъ 60 яЪтъ безпрепятственнаго раз- 
множеня крокодилы заполнили бы всВБ рЪки земного пара. Даже въ Лон- 
донЪ, у наберожной Темзы, толпились бы тысячи крокодиловъ. 


лешя въ европейскихъ странахъ колеблется оть 1.8/0 (въ 
Росст) до 0,36°/о (во Франции). Принявъ за среднее 1°/о, легко 
вычислить, что населеше будетъ удванваться каждые 70 лЪтъ 
(0<2 : 10<1,01). Если норма прироста останется неизминой, 
то послЪ 19 удвоешй, т. е. менЪе, чфмъ черезь 1400 лЪтъ, на- 
селете увеличится въ 1000 000 разъ, — п на нашей планет 
не будеть буквально ни одной пяди свободной земли. 
Такова безпощадная прогресая размножения! 


Задача 44-я. 
Загадочная автобографи. 


Въ бумагахъ одного чудака-математика найдена была его 
автоблографя. Вотъ ея начало: 

«Я окончить курсъ университета 44-хъ лбтъ отъ 
роду. Спустя годъ, гоо-л5тнимъ молодымъ человЪкомъ. 
я женился на 34-лЪтней дБвушк$Ъ. Незначительная раз- 
ница въ нашихь лЪтахъ,-—всего тт л$тъ,—способство- 
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вала тому, что мы жили общимн интересами и мечтами. 
Черезъ небольшое число лЪтъ у меня была уже и ма- 
ленькая семья въ 10 челов5къ дБтей. Жалованье я 
получаль, положимъ, слишкомъ скромное, — всего 200 
рублей въ мфсяцъ. Изъ этого жалованья "ло прихо- 
дилось отдавать сестрЪ, такъ что мы со своей семьей 
жили на 130 р.» и-т. д. 

Предлагается объяснить: что за странныя и явныя 
противорЪщя получаются въ числахь? 


Р.шен:е. 


Разгадка заключается въ томъ, что матемалику пришла 
фантазя написать вс числа не по привычной и обычной для 
насъ систем счислешя, а по систем пятеричной, т. е. по 
такой систем, тдЪ въ осиоваше положено число пять. Дру- 
гими словами, — въ такой систем есть только цифры: 0, 1, 
2, 3, 4, а число 5 изобразвится уже цифрами 10. Вступая 
«въ царство смекалки», слфдуеть разъ навсегда усвопть себЪ 
умфнье писать числа не только по нашей десятичной систем 
сь десятью цифрами, но и по любой другой. Въ первой части 
этой книги, въ глав о двоичной систем, объ этомъ сказано 
вполнф достаточно, чтобы не повторяться. Впрочемъ, сейчаст 
ниже мы даемъ указамя, какъ оть десятичной системы счи- 
слешя переходить къ другой. Теперь же переведемь языьь за- 
гадочной автобюографти на налшъ обыкновенный «десятичный» 
языкъ и тогда увидимъ, что дфло объясняется просто: 

Число, обозначениое въ автоботрафи черезъ 44, равно по 
десятичной систем: 4.5--4=24; другими словами, матема- 


тикъ окончилъ курсъ университета по нашему счету въ 24 года. 
Точно такъ же: 


100 соотвЪтетвуеть десятичному числу 25 


35 . 3.64 —=19 
11 » = 6 
200 » 2.52 — 50 
1 1 
10 $ 5 


130 ь 5 3-5—40 
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Посл этого перевода на нашу десятичную систему вс% 
видимыя противор$ч1я загадочной автобюграфи иечезають. Те- 
перь яено, что автобтографию чудака слфдуеть «по нашему» 
читаль такъ: «я окончиль курсъ университета 24 лльтз отъ 
роду. Спустя годъ, 25-льтнимз молодымъ челов®комъ, я женился 
на 19-льтней дЪфвушЕФ. Незначительная разница въ 6 лютз 
и т. Д. 

Для облегчешя чтеншя слфдующей главы сдфлаемь здъсь 
кстати указаня, кавъ числа, написанныя по десятичной систем$ 
счисненля, писаль въ иной систем$. 

Предположимъ, вы желаете число 25 написать по восьми- 
ричной системЪ. ДЪфлите 25 па 8— получаете въ частномъ 3, 
въ остаткЪ 1. Это значить, что число ваше состоитъ изъ трехъ 
восьмерокъ и одной единицы; слфдовательно начертане его по 
восьмеречной системЪ будеть 31. 

Еще примЪръ: написать 267 по четверичной систем. ДЪ- 
лите 267 на 4+, частное—-снова на 4 и т. д., запоминая каждый 
разъ остатки. 


267] 4 
`— 4 
2161 
701414. Италеь: 
Дот а 


Мы узнали, что наше число содержитъ три единицы, двЪ 
четверки (т. е. двЪ единицы второго разряда) и одну единицу 
пзитазо разряда. СлЪдовательно, начерташе его будеть 10025. 


6* 


Новый родъ задачъ, 


Задача 45-я. 


Написать единицу тремя пятерками. 
Рашене. 


Задача состоить въ томъ, чтобы, пользуясь тремя 5-ками 
и какими угодно знаками математическихь дфйствй, написать 
выражене, равное единиц. 

Если вы никогда не пробовали р%шать подобныхь задачъ, 
то вамъ не мало придется подумать, прежде чЪмъ вы нападете 
на одно изъ правильныхь рёшенй. Воть н%®которыя изъ рф- 
шенй предлагаемой задачи: 


в : 
_“ ибо == Е 
Я 
т. -=Ьа УТ—=1. 


Е 
я ибо 1.5 = а 11. 
У 165=1, ибо 15.5 = 1, а и 1. 
Можно пытаться найти и друйя рЪшеня, кромф этихъ 


пяти. Ниже мы укажемъ систематичесый пруемъ, пользуясь 
которымъ можно отыскивать вез рфшешя этого типа. 
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Задача, 46-я. 
Написать нуль тремя пятерками. 
РЁшенае. 


Задача одного порядка съ предыдущей. Теперь уже чита- 
тель безъ труда сможетъ дать отвЪтъ 


(5-5)’—0, ибо 5Б—5=0, а 0°—=0. 
Воть еще рЪшентя этой же задачи: 
В 5 
5Ж(5—5); 5; У 5; № ве 
Задача, 47-я. 
Написать 2 тремя пятерками. 
Р&шеше. 


Б-Е5 
5 = и 1,(5Ж5)=2. 


Задача 48-я. 
Написать 5 тремя пятерками. 
РЕшеше. 


Задача имфеть не менфе десяти рЬшен!й: 


. Кб. 5 8. И ЕЯ РЕВ 5. 
5-5 — 5; Вх В 55 5]°.5; 5 у 5; 12.5 


Задача, 49-я. 
Написать 31 пятью тройками. 
РЬшене. 


Эта задача гораздо сложнфе предыдущихъ. Она не нова, п 
обыкновенно считають, что она имЪеть всего три ршенйя: 
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Пе ПВ 
ВЕ 


А. 

Однако, рфшеюй зд%сь гораздо больше. Мы остановимся 
подробнфе на разсмотрЪнти этой задачи, попутно изложивъ ме- 
тодъ, съ которымъ слфдуетъь приступаль ко вебмъ подобнымъ 
задачамъ. 


Общее р5шенге. 


Выразить какое-либо число посредетвомъ пяти троекъ можно 
трояко. Во-первыхъ, соедипяя тройки знаками математическихь 
дЪйствй; во-вторыхъ, пользуясь, наряду съ знаками дЪйствй, 
еще принисыванемъ троекъ одна кь другой; либо же, нако- 
пецъ, пользуясь, наряду съ упомянутыми премами. различными 
малематическими символами. 

А. Равемотримъ первый премъ. Преждевсего найдемъ вс 
числа, которыя могутъ получиться, какъ результать математи- 
ческихъ дЪйстый надь пятью тройками,— считая семь дЪйств!Й: 
сложене, вычптане, умножене, дЪлене, возвышевне въ сте- 
пень, извлечеше корня и логариемироваюе. 

Произведемъ сначала, послфдовательно семь дЪйстьй надъ 
двумя тройками; получим рядъ изъ семи выражений: 3-3; 


В - 
3. в 
2 3 и 16.3. Для удобства обозначимъ 


3—8 38 -:3 
этотъ рядъ римской цифрой 1. 

Сочетая по очереди каждое изъ выражен! этого ряда опять съ 
тройкой посредствомъ всЪхъ знаковъ дфйствьй, получимъ но- 
вый рядъ чиселъ. Этотъ П-ой рядъ будегь заключать въ себЪ 
вс числа, которыя можно написать посредствомъ трехъ тро- 
екъ по разематриваемому способу. 

Наконецъ, сочетая такимъ же образомъ каждое изъ выраженй 
Т ряда съ каждымъ изъ выражений П ряда, получимъ вс} числа, 
кавля могуть быть написаны пятью тройками съ помощью зна- 
ковъ дЪЙйствй. 
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Въ этой послдней таблицф мы ищемъ число 31, и находимъ 
его всего два раза: 


31= 3 3 --- и 31 = 80-3 1щ.3. 


Но такъ какъ число 31 можеть быть написано и не по 
десятичной систем счислешя, то въ таблиц ПТ мы ищемъ 
вообще число, равное За-- 1, гд$ а — любое цфлое число, мо- 
гущее быть основантемъ системы счисленя (но больше, чфмъ 3, 
ибо въ троичной системф уже нфть цифры 3). Другими сло- 
вами, мы будемьъ искать т% числа, которыя безъь единицы д%- 
лятея на три. Такимъ путемъ найдемъ, что число 31 посред- 
ствомъ пяти троекъ можеть быть выражено слфдующими спосо- 
бами. 

По четверичной систем счислен1я — два рёшенуя: 


81=3-(8Ж 3) п 31=3 (8 ЖЗ) 1,3 
Но 6-еричной систем — два р%шен1я: 
31=3Ж (8-Е 3)---5-и31=3Ж(8-- 8) 15.3 
По 8-ричной систем — два ршен1я: 
р с 
По 9-ричной систем: р 
31 =8 ЖЖ; 81 =3Ж3Ж8-Н&,8; 


8—8, 


81—38 8°—®, 31—34 (8,3) 


31=3 = Е. Ру 
31—33.) п друг. 
По 27-ричной систем-—два рёшеня: 


31 =3Ж 8-2 и31=8Ж8 1,8 


м 
По 72-ричной систем— два ршен!я: 
31 = (8-3) и 31= (8 8)* 1,3. 
По 243-ричной систем — четыре ршен1я: 
31=(3Ж3)' +3; 81=(8Ж 3)’ -Е,8; 
8 8, 31—88 1.3, ит. д. 


Словомъ, пользуясь объясненнымъ выше методомъ, можно 
получить во р5шентя этого типа. Между прочимъ, весьма инте- 
ресно р5шеве такого вида: 


в (т. е. ЗХ 32641 1), 


гл число 31 написано по систем счислевя съ основашемъ 36. 
На этомъ примЪрЪ отчетливо выступаеть преимущество изло- 
женнаго метода: едва ли кому-нибудь пришло бы въ голову это 
р5шенте, если бы онъ не улавливаль его сЪтями систематиче- 
скаго метода. 

Намъ остается разсмотрЪть остальные два према. 

В. Приписыване троекъ одна къ другой даеть слёдующия 
р5шешя: 


31—38 —3--5 31=38—3- 18,3 


31=38—®и 31=33— в, 8ЖЗ). 


Эти ршешя вфрны при всякой системЪ счиеленя. 
Изъ другихъ рЪшевй этого типа весьма интересны сл$ду- 
ютйя— по 4-ричной систем%: 


31=3Ж3;(8)-Е 3 и 31=3Ж3,(8)- 1.3. 
Эдфсь выражене 3,(3) означаеть «три цфлыхь и три въ 


: ь 3 
перюд»> и равно, по 4-ричной системЪ, 3; т. е. 4. 


С. Этотъ способъ, т. е. пользоваше всевозможными малематиче- 
скими символами — знаками факультета (!), знаками тригонометри- 
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ческихъ функц п круговыхъ ($т., агсбес. и т. д.), знакомъ м, 
производной ('), дифференщала (4), интеграла ( У ), символами 
теори соединенй (А — число размфщенй, Р — перестановокъ, 
С — сочетан!й) и т. п. открываеть безпред®льное поле изобр*- 
тательности рфшающаго. Приводить эти рёшеня мы не станемъ, 
такъ какъ въ сочетании съ предыдущими двумя этоть пруемъ даетъ 
задачв неопредфленное множество р$шенй. Отдфльные же при- 
мфры подыскать очень легко, и мы на нихъ останавливаться 
не удемъ. 


Сто тысячъ за доказательство теоремы, 


Осенью 1907 года въ Дармыштадть скончался математик 
Пауль Вольфекель (Мое), оставивший не совсфыъ обычное 
завЪщаюе: капиталь въ 100,000 марокъ онъ завфщаль тому, 
кто докажеть одну теорему изь теор чиселъ, —теорему, извЪфет- 
ную подъ назвашемь «великой теоремы (или великаго предло- 
женя) Ферма». 

Теорема, за доказательство которой предлагается такой ог- 
ромный гонораръ, очень проста и можеть быть изложена въ 
немноуихь словахъ: сумма одинаковыхъ степеней двухь цфлыхь 
чиселъ не можеть быть тою же степенью третьяго цфлаго числа, 
если степень больше двухъ. Другими словами, уравнене: 

и 
неразр$шимо въ цфлыхъ числахъ, если „Зы. 

Для случая, когда я —=2, такое уравнене разрфшимо (это 
такь называемая задача о Пиеагоровыхъ треугольникахъ, раз- 
смотр$нныхь нами при рёшени задачи 10-0й). 

Но вамъ никогда не удастся подобрать тая два числа, 
чтобы сумма ихь кубовь была бы тоже кубомъ, или сумма 
4-тыхъ степеней была бы сама 4-ой степенью, и т. д. 

Въ этомъ и состоитъь теорема, именуемая «великимъ пред- 
ложенемъ Ферма». Какъ ни проста она съ виду, но строгаго 
доказательства ея въ математик® еще не существуеть. 

Не мало великихъ малематиковь въ свое время трудилось 
надъ доказательствомт этой неподатливой теоремы, высказанной 
Ферма боле двухъ съ половиной вФковъ тому назадъ, и ни- 
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кому еще не удалось найти общее, строгое ея доказательство 
для вефхь степеной вые второй. И если теперь искомое дока- 
залельство оцфнено такой огромной суммой, то оно вполиЪ за- 
служило это за свою упорную неуловимость для самыхъ силь- 
ныхъ математическихь умовъ. 


Нельзя сказать, чтобы это доказательство было очень ужъ 
важно для науки. Гауссь, одинъ изъ величайшихъ мате- 
матиковъ возхъ временъ, относился къ теорем Ферма довольно 
пренебрежительно. «Признаюсь ппеаль онъ своему приятелю — 
что Ферматова, теорема. какъ изолированное предложенте, для 
меня большого иптереса не представляеть, ибо легко можно 
придумать множество подобныхъ предложешй, которыхъ нельзя 
ни доказаль, ни опровергнуть>. Е 


И, тфмь пе менЪе, лучшие математики (дан самъ ‚ Гаусс) 
т. надъ ел доказательствомь. Конечно, дФлялось это не- 
спроста; Ферматова теорема имфетъ свою крайне любонытную исто- 
рю. Она, можно сказать, прямо заинтриговала математиковъ. 

Ея авторь, Пьеръ Ферма (Еегтаф 1601—1665), юристь по 
но профессш, совЪтникъ Тулузскаго парламента по положентю, 
поэтъ п ученый въ душ$— занимался математикой лишь между 
прочимь, для развлеченя. Это не м}шало, однако, ему сдфлать 
цфлый рядъ огромной важности открыт, справедливо окружив- 
шихь его славой гешальнаго математика. Онъ почти не печа- 
таль своихъ трудовъ, а сообщаль ихъ въ письмахь къ своимЪ 
друзьямъ, среди которыхь были тавше ученые, какъ оба Па- 
скаля, Роберваль, Декартъ, Гюйгенсь и др. ЦЪФлый рядъ тео- 
ремъ пзъ области теори чисел разбросанъ этимъ гентальтыхмь 
диллетантомт.... па поляхъ одной греческой книги! Впрочемъ, 
автором сочинетя, которому посчастливилось служить запис- 
ной книжкой для Ферма, былт, никто иной, какъ не менЪе 
знаменитый александруйекй математикъ Длюфантъ, также запи- 
мавш ся теорей чиселъ '). Мномя изъ теоремтъ, пайдениыхь 


1) О жизни этой загадочной личности намт извЪетно очень мало. Невоз- 
можно даже съ точностью установить вЪкт, когда онт, жилу»; ст увЪренностью 
можно указать лишь на промежутокл, времени отъ 180 г. до Р. Х. до 870 г. 
поелЪ Р. Хр. 


Ферма, записывались имть безь доказательств. Эти доказатель- 
ства такъ до насъ и не дошли. Но впоелдетвш всЪ его теоремы 
были строго доказаны позднзйтими математиками, всЪф, кромЪ 
одной,—той самой, о которой у нась сейчасъ идетъ рЪчь. 

Упомянутая замфтка на поляхъ книги Дюфанта паписана 
противъ того м%ета текста, гдф александрийский матемаликъ 
трактуеть о разложенши полнаго квадрата на сумму двухъ ква- 
дратовъ. Воть буквальный переводъ того, что Ферма записалъ 
сбоку, на поляхъ: р 

«Между тБмъ, совершенно невозможно разложить 
полный кубъ на сумму двухъ кубовъ, четвертую сте- 
пень на сумму двухъ четвертыхъ степеней, вообще ка- 
кую либо степень на сумму двухъ степеней съ тЬмъ 
же показателемъ. Я нашелъ поистин$ удивительное 
доказательство этого предложешя, но здБсь слишком 
мало м$ста, чтобы его помЪстить». 

Въ чемъ состояло это «поистинф удивительное» доказатель- 
ство,—никто теперь не знаеть. Но въ то же время пи одинъ 
математикъ не сомифвается, что такое доказательство дЪйстви- 
тельно было найдено Ферма, и что оно было вЪрно. Не таковъ 
быль человЪкъ Пьеръ Ферма, чтобы покривить душой, и не 
таковъ онъ быль матемаликъ, чтобы ошибалься. ВЪдь ве дру- 
г1я теоремы, высказанныя имъ безъ доказательства, были до- 
казаны позднфйшими математиками. Такова, напримФръ, теорема: 
«каждое простое число вида 4и- 1 есть сумма двухъ квадра- 
товъ». Она дана была Ферма безь доказательства, по сто лфгъ 
спустя. Эйлерь напелъ— довольшюо сложное и трудное —дока- 
зательство ея. | 

Кажущееся исключеше, бросающее, повидимому, ть па 
репутацио Ферма, какь неногрфшимаго теоретика чисель, со- 
ставляеть слфдующи случай. Ферма высказалт, теорему, что 
всякое число вида: 


27-1 


есть простое число. Въ течеше цЪлаго столЪмя пе возни- 
кало сомнфнйй въ ея правильности. Но воть другой гей тео- 
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рии чисель, Эйлеръ, доказажь, что теорема вЪриа лишь для 
1<32, п что уже при и=32 получается число: 


4 294 967 297, 


которое не простое, а составное, ибо длится безъ остатка на 641. 

Однако это не только не подрываеть вФры въ добросов%ст- 
ность Ферма, но, напротивъ, скорЪе даже утверждаетъ ее. ДЪло 
въ томъ, что и самъ Ферма сомнфвался въ абсолютной вЪр- 
ности этой теоремы и откровенно заявлялъ, что ему еще не 
удалось дать исчерпывающее доказательство ея. «Доказательство 
очень кропотливо— говорить онъ—и должент, призналься, что я 
еще не довелъ его до удовлетворительнаго завершетя». 

ПоелЪ этого едва яп можно еще сомнЪваться въ томъ, что 
Ферма дЪйствительно доказалъ свое «великое предложеше». А 
если такъ, то вполнЪ возможно, что кому-нибудь посчастливится 
подыскать доказательство этой теоремы и сдфлаться обладате- 
лемъ кругленькой суммы въ 100,000 марокъ. 

Маленькая историческая справка покажетъ, впрочемъ, что 
эти 100,000 едва ли попадуть въ руки зауряднаго математика. 
Воть кратюй перечень того, что уже сдЪлано въ этомъ напра- 
влеши. 

Прежде всего легко доказать, что если теорема справедлива, 
для показателя я, то она справедлива также и для всякаго 
другого показателя, кратнаго %. Значить, все дфло въ томь, 
чтобы доказаль справедливость теоремы для всякого проетого 
показателя. Для суммы кубовъ теорема, доказана была еще древ- 
ними арабами. Для #==4 ее доказалъ Эйлеръ. Для я —=5—до- 
казали Гауссь и Дирихле. Для »==“— доказаль Ламе. Нако- 
нець Вуммеръ доказалъ ее для всякаго показателя, меньшаго 100. 

Такимъ образомъ, для многихъ частныхь случаевъ теорема, 
Ферма доказана. Но у Ферма было общее доказалельство ея, 
для всякаго 7, и это-то общее доказательство требуется найти. 
При этомъ достойно быль отыфчено, что мноме позднфйпие ма- 
тематики (Эйлеръ, Вуммеръ), доказывая частныя случаи Ферма- 
товой теоремы, пользуются такими пруемами, которые далеко 
выходять за предфлы элементарной математики и которые са- 
мому Ферма не могли быть извфетны. Очевидно, генальный 
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французскй математикъ шелъ какимъ-то совершенно особым 
путемъ, ускользнувшимъь изъ поля зрфвейя позднфйшихь мате- 
матиковъ. 

Прежде чЁмъ кончить эту главу, считаемь не лишнимъ 
сказать нЪеколько словъ по поводу слуховъ о томъ, будто «ве- 
ликое предложеше Ферма» доказано недавно русскимъ реали- 
стомъ. Въ ноябрё 1908-го года веф русскя газеты облет$ло 
телеграфное изв%стЧе, что «юному бЪлостокскому реалисту Ч. по- 
счастливилось доказать такъ наз. великое предложеше Ферма» '). 
Газеты прибавляли даже, что доказательство это одобрено 
спешальной конференщей Петербургской Академ Наукъ. 
Опровержешй со стороны Академи Наукъ не послфдовало, и 
такъ какъ слухъ затЪыъ заглохь, то у широкихъ круговъ об- 
щества такъ и осталось убЪждеше, что наелфдство Вольфскеля 
перешло къ бЪлостокскому реалисту. 

Ученый л%соводь Я. И. Перельманъ любезно сообщиль 
намъ по этому поводу свфдфшя изъ первыхь рукъ. Вскорз 
послф опубликованя въ иностранной печали завфщатя Вольфс- 
келя— осенью 1907 года—г. Перельманъ помЪстилъ небольшую 
статью о Ферматовой теорем и стотысячной премш въ журнал 
«Природа и Люди». Наружная простота самой теоремы и пер- 
спектива полученя цфлаго капитала сдфлали то, что теорема, 
сразу же стала извфстна въ болылой публикЪ, и мнопе ты- 
сячи любителей засфли за отыскане неуловимаго доказатель- 
ства. Въ редакцию журнала полетфли запросы объ адрес того 
нфмецкаго научнаго общества, которое присуждаеть преми 
(Сб теег безе вена 4ег МА ззензена ет). Сотни людей утвер- 
ждали, что они уже нашли требуемое доказательство и боятся 
лишь, какь бы друге ихъ не упредили и не перехватили при- 
читаюцляся имъ сто тысячть марокъ. 

И воть, въ разгарЪ всей этой «математической лихорадки» 
появляется въ газетахъ слухъ объ упомянутомъ выше бЪлосток- 
скомъ реалист Ч. и объ одобрен1и его доказательства Академей 
Наукъ. Редакщя названнаго журнала наводить справку въ Ака- 
деми Наукъ и получаетъ отвЪтъ, что «сообщеше о г. Ч. предстал 


1) <Русское Слово» 25. ХТ. 1908. 
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вляется явпымь недоразумнтемъ». ДЪло обстояло закъ. Г. Ч. 
изъ БЪлостока, дЪйствительно, послаль въ Академю Наукъ свое 
«доказательство» Фермаловой теоремы п, дЪйствительно, полу- 
чить отъ непремфннаго секретаря Академи отвЪтъ, который 
юный математиктъ приняль, по наивности, за одобрене его до- 
казательства. Воть текетъ этого отвфта: 

«ИмЪю честь, по порученю Конференциг Императорской 
Академш Наукъ, сообщить Вамь, что присланное Вами руко- 
писное доказательство теоремы Фермата передано въ Г Отдф- 
леше Библютеки Академ. | 

«Пересылка сего доказательства въ Геттингенъ не предста- 
вляется возможною, ибо на премю, о которой Вы упоминаете, 
работы не могутъ быть представляемы авторами, а отмфчаются 
самою Вомисаею, присуждающею премто. Примите и проч.». 

Пе зная, что Академя по уставу обязана хранить въ своей 
бибмотекЪ всякую поступившую въ нее книгу или рукопись, 
молодой матемаликъ и окружающие его поняли бумагу. вЪроятно, 
въ Томь смыслБ. что Академя, очевидно, одобрила доказатель- 
ство, разъ опа постановила хранить его въ библютекЪ (Между 
тЬмъ, Академя даже не разсматривала его по существу). От- 
сюда и пошелъ упомянутый сенсащонный слухъ. 

Думаемъ, что еще не мало лЪть пройдетъ, прежде чЪмъ 
нридетея тронуть капиталъ, завфщанный н$мецкимт математи- 
комъ, а впрочемь,—кто зпаетъ!.. Во всякомъ случа читатель 
ис потеряеть времени даромъ, въ смыслЪ расширевя своихъ 
математическихь познанй и навыковЪъ, если внимательно зай- 
мется знаменитой задачей Ферма. 


Изъ области изученя чиеелъ. 


Задача, 50-я. 


Быстрое возвышене въ квадратъ. 


Существуеть очешь простой премъ для устнаго быстраго 
возвышения въ квадрать двузначпыхъ чисель, оканчивающихся 
на 5: 

Нужно цифры десятковъ умножить на ближайшее 
высшее число и къ произвеленшю приписать 25. 

Такъ, напр., 352 = 1225, т. е. 25 приписано къ произве- 
деню 3Х 4; 852 -= 7295, т. е. 25 приписано къ произведенио 
Эш т. п, 

Доказательство. 

Нетрудно объяснить, на чемъ основашь этоть шиемь. Вся- 
кое число, оканчивающееся на 5, можио выразить черезь 
104-25, гдз а— число десятковъ. Ввадрать этого чиста выра- 
зится черезъ 

(10 -- 5}? = 10042 -- 2`5`10а-Е 25 = 10047 -- 100а- 25. 

Вынеся 1004 за скобки, имфемъ 


1004 (а 1-25, 
а(а-+1). 100-55. 


Отсюда ясно, что нужно число десятковъ @ умножить па 
ближайшее высшее число (@-- 1), и къ результату ириисать 35. 
Тфмъ же премомъ можно пользовалься и не для однихъ 
двузначныхь чисель, —но, конечно, въ этомь случаЪз не всегда 
легко производить нужное перемножене въ умЪ. Но и при 
умноженш на бумагь пользоваше этимь премомъ создаеть эко- 
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ном во времени. Такъ 105? — 11025 (т. е. 25 приписано къ 
произведенио 10Ж 11). 

1252 — 15625; 

335 —112225 и т, п. 


Особенные случаи умножения, 


НЪкоторыя особенности чисель находятся въ прямой зави- 
симости отъ принятой нами десятичной системы ихъ обознаяе- 
ния. Он% легко запоминаются, интересны и могутъ пригодиться 
для практическихъь и теоретическихъ приложенй. Въ числу 
важнЪшихь изъ нихь относится сумма цифръ всфхъ чиселъ, 
получаемыхь въ таблицЪ умноженая на 9. 


9Ж1=9 
9Ж2=18; 1+8 = 


9Ж9=81; 8-1=9 
9Ж10=90; 9{0=9 
9х =99; 9-2 9=18; 1+ 8=9 
9Ж12=108; 1-0 8 =9 
‚ 9Ж48= ит, 11-79 
н т. д. 
Вотъ нжеколько пнтерееныхъ образчиковъ умножевй, кото- 
рые легко удерживаются въ памяти, благодаря своему внфш- 


нему виду. 
1Ж9--2=11 
12 Ж 9-3 =111 
128 Ж9--4=1111 
1234 95—11 1 
12345 ЖЕ 6 = 111 111 
123456 9 7=1111111 
1234567 Ж9--8=11 111 111 
12345 678 Ж 9-Е 9 = 111111111 


ВЪ ЦАРСТВ СМЕБАДКИ. 
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9Ж9-+7=88 
98 9-6 —888 
987 Ж9-5—8888 
9876Ж9-4—88888 
98765 Ж9 3 = 888 888 
987 654 Ж9--2—8 888 888 

9 876 548. 9--1= 88 888 888 
98 765 432 Ж9-- 0-Е 888 888888 


1Ж8--1-==9 
12Ж8-2=98 
128 Ж8-8—=987 
1234Ж8--4=9 876 
12345 8-5 =98 765 
123456 Ж8 6 —987 654 
1234 567Ж8-+-7=9 876543 
12345 678 Ж 8--8=98 765 432 
123 456789 Ж 8-Е 9—987 654 321 


Число, состоящее изь всЪхъ значащихь цифръ кром% 8, 
написанныхь въ послФдовательномъ порядкВ при умноженш на, 
8, а также на 9 и чиела кратныя 9 (18, 27, 36 п т.) даеть 
нижесл$дующие интересные и легко запоминаемые результаты: 


12345 679% 8—98765 432 

12345 619% 9=111 111111 
12345 619 Ж 18 =222 222 222 
12345 679 Ж 27 == 333 333 333 
12345 679 Ж 36 — 444 444 444 
12 345 679 Ж 45 ==555 555 555 
12345 679 Х 54 —= 666 666 666 
12 345 619 Х 68 =777777 77 
12345 679 Ж 12 = 888 888 888 
12345 679 Х 81 = 999 999 999 
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Девять. 


Интересныя свойства числа 9 часто примфняюся въ ариомс- 
тикЪ какъ для теоретическихь изысканш и практическихь дЪй- 
ст, такъ и для составлешя различныхь занимательныхь за- 
дать. или такъ называемыхъ «головоломокъ». Въ отдЪлЪ «Ута- 
дыванье чисель» въ первой части настоящей книги мы уже 
широко пользовались девяткой. Распространено также практи- 
ческое примфневе девятки для повфрки умножешя и дфлевя. 
Основано оно на томъ свойств® всякаго ‘числа, что осталокъ, 
получаемый оть дфлевя числа на девять, всегда равонъ остатку 
оть дёлешя на 9 суммы цифрь этого числа. Укажемъ здЪсь 
сще нЪсколько интересныхь примВнешй этого числа. 


Прежде всего нетрудно убфдиться, что если мы напишем 
произвольное двузначное чиело, а затфмъ напишем цифры 
‘этого же числа въ обратномъ порядкЪ и возьмемъ разность по- 
пученныхь чисель, то эта разность всегда раздЪлится на 9. 

Нанприи. 72—27 =45; 92 — 29 — 63, 68 — 36—27 пт. д. 
Вообще ясно, что (10а-5)— (106 а) =9(а— 6), т. е. по- 
лучается число, дёлящееся на 9 (КромЪ того разность эта 
равна произведен 9 на разность цифръ даннаго двузначнаго 
числа). 

Знане этой особенности можеть принести практическую 
пользу, напр., многимъ бухгалтерам. Въ двойной бухгалтери 
случаются иногда опшбки, проиеходяшщия оть перестановки цифрь 
въ числахъ. Такъ, напр., бухгалтерь можеть вписать въ сто- 
рону, скажемъ, «дебета»: 4 р. 38 к., а ВЪ «кредитз» по ошибкЪ 
поставить 4 р. 83 к., т. е. число, состоящее изъ тёхъ же цифръ, 
но дв изъ нихъ переставлены. Если другихъ ошибокъ нЪть, 
чо при подведеши баланса между дебетомъ и кредитом всегда 
будеть выходить такая разница, которая дфантея на 9. Обра- 
ливъ на это внимаше, бухгалтеръ тотчась долженъ справиться, 
пе перепутаны ли гдф цифры. 
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Задача 51-я. 


Попросите кого-либо написать какое угодно число 
изъ трехъ цифръ, но только такое, чтобы крайня 
цифры были различны. Пусть потомъ онъ возьметъ это 
число наоборотъ, т. е. переставить въ немъ крайвя 
цифры, и вычтеть одно число изъ другого. Полученная 
разность всегда дфлится на 9, и вы можете всегда, ска- 
зать впередъ, каково будетъ частное. 


г Ршенйес. 


НапримЪръ, если взято сначала число 845, то 845—548 — 
—297; 297:9—=33, т. е. разниць между первой и посльдней 
цифрой взятазю числа, умноженной на 11. 

Чтобы доказать это правило для всякого трехзначнаго числа, 
въ которомъ первая и поелФдняя цифра различны, обозначимъ 
черезь а 6 и с соотвЪтственно цифры сотенъ, десятковъ и 
единиць числа. Тогда взятое число есть 


100а--106--с 
а написанное наоборотьз 
1006--106-Ра 
Вычитая одно изъ другого и для на 9, имЪемъ: 
100а--106- 5 с— (100 106-5а) _ 99 (а—с) 
э ыя 9 


Итакъ, какое бы трехзначное число ни написаль кто-ллбо, 
вы, взявъ разность между крайними цифрами и помноживъ ее 
на 11, тотчасъ говориле частное, которое получится оть дле- 
ня на 9 разности между взятымъ числомъ и тёмъ же числомъ, 
написаннымъ наоборотъ. 


—=11 (а— 6). 


Предыдущую задачу можно предложить въ еще болфе зани- 
малельномъ, въ особенности для дЪтей, варант$. 


101. 


Напишите на бумажкЪ число 1089, вложите бумажку 
вь конвертъ и запечатайте его. ЗатБмъ скажите кому- 
либо, давъ ему этоть конвертъ, написать на немъ 
въ рядъ три любыя цифры, но такя, чтобы крайшя изъ 
нихь были различны и разнились бы между собой 
болЪе, чфмъ на сдиницу. Пусть затЪмь это число онъ 
напишетъ наоборотъ и вычтетъ изъ болышаго менышее. 
Получится н—которое число. Пусть подъ этимъ числомъ 
онъ подпишеть его же, но наоборотъ, т. е. переста- 
вивь крайыя цифры, и сложить оба числа. Когда онъ 
получитъ сумму, предложите ему вскрыть конвертъ. 
Тамъ онъ найдетъ бумажку съ числомъ 1089, кото- 
рое, къ его удивлен, и есть точь-въ-точь получен- 
ное имъ число. 

НапримЪръ: Пусть онъ напишеть 713; взявъ наоборотъ, 
получаемъ 817; 718 — 317=396; 396-693 =1089. Тоть же 
результать получится, какь легко видфть, и для всякаго такого 
3-значнаго числа, въ которомъ первая и послЗдняя цифры раз- 
личны, и разность этихь цифръ больше единицы. 

Боле распространены слЗдующйя три «толоволомки» съ 
числомъ 9. ВеЪ онЪ основаны на томъ, что осталокъ, получае- 
мый при длеши числа на 9, всегда равенъ остатку, получае- 
мому оть дЗленя на 9 суммы цифръ этого числа. 


Задача 52-я. 


Возьмите, не говоря мнф ничего, любое двузнач- 
ное число, переставьте въ немъ цифры и вычтите большее 
число изъ меныпаго. Скажите теперь мнЪ только одну 
цифру полученной разности, и я скажу вамъ тотчасъ 
другую. 

Рфшенйе. 


Если кто скажеть вамъ любую одну цифру, то другая бу- 
деть дополнительная сказанной до 9-ти. Такъ что, если кто- 
либо скажеть вамъ послЪ того, какъ вычтеть одно число изъ 
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другого, что одна цифра разности 6, то вы тотчась ему гово- 
рите, что другая есть 3 и т. д... Доказательство этого настолько 
легко, что читатель справится съ нимъ самъ безъ затруднений. 


Задача, 58-я. 


Возьмите, не говоря ничего мнЪ, число изъ трехъ 
или болфе цифръ, раздЪлите сего на 9 и скажите мнЪ 
только остатокъ, который получится отъ такого дЪ- 
леня. Зачеркните теперь во взятомъ вами числЪ какую- 
либо цифру (но не нуль) и опять скажите мнЪ оста- 
токъ оть дЪлешя на 9 числа, полученнаго посл за- 
черкиванья цифры, и я тотчасъ назову зачеркнутую 
вами цифру. 

Ршенае. 


Изь перваго остатка надо вычесть второй осталокъ, если же 
онъ больше, то къ первому остатку надо прибавить девять п 
изъ полученной суммы вычесть 2-й остатокъ, тогда всегда и 
получится зачеркнутая цифра. Читатель легко можеть доказать 
это самъ. 


Задача, 54-я. 


Напишите число съ пропущенной цифрой, и я 
тотчасъ вставлю туда такую цифру что число точно 
раздЪлится на 9. 


РЖшен1е. 


Пусть, напримфръ, кто либо напишеть съ пропускомъ рядъ 
цифръ 728 57. Тогда, отбрасывая отъ суммы цифръ вс} девятки, 
кавя возможно, получаемъ въ остатк$ 2, но 9 —2=7. Зна- 
чить на пустое мфето надо поставить цифру 7. Доказательство 
очевидно. 

Задачу эту, какъ и предыдущия, можно всячески разнообразить. 
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НЪкоторые числовые курьезы, 


Въ глав о нёкоторыхъ особенныхь случаяхъ умножен!я 
мы уже показали, что легко получить и запомнить результаты 
нЪкоторыхъ перемножен!й. Очень легко также запомнить квадраты 
такихъ чиселъ, какъ 11, 111, (11 ит. д. А именно: 


112—121; 1112=12321; 1 1112—1234 391; вт. д. 


Нетрудно убЪдиться, что эти полученныя отъ возвышен!я въ 
квадратъ числа: 121, 12321, 1234321, 123454321 и т. д. въ 
въ свою очередь отличаются любопытными свойствами. Такъ, 
разсматривая сумму ихъ цифръ, замчаемъ прежде всего, что 


1-2 1=4—28 
1--2--34941—=9=—32 

1-Е 4-2 1=16=42 
12-8-4543 2--1=26=—52 


и т. д. (Ср. задачу о пиоагорейскомъ круг%, стр. 28). 

ИромЪ того каждое изъ этихъ чисель можно представить въ 
видв нижеслфдующихъ интересныхь по форм неправильныхь 
дробей: 


р ви =. 
а 
а 44444444 | 
к о о 
Е 55555 Ж55 555 


ит. д. 
О числахь 37 и 41. 


Число 37 обладаеть многими любопытными свойствами. 
Такъ, умноженное на 3 и на числа кратныя 3 (по 27 вклю- 
чительно), оно даеть произведешя, изображаемыя одной какой- 
либо цифрой: 

37Ж3=111; 31Ж6=222; 37Ж9=333; 37Ж12==444; 
8716—6555 57 Х 18==666; 37Ж21=11г. 31Ж24—888; 
97. 21==999. 
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Произведеше оть умноженя 37 на сумму его цифръ рав- 
няется суммЪ кубовъ т$хъ же цифръ, т. е.: 


37Ж(8--7)=334-78—870. 


Если въ чиелЪ 37 взять сумму квадратовъ его цифръ и 
вычесть изъ этой суммы произведеше т%хтъ, же цифръ, то опять 


получимъ 37: 
(32-77) —3 - 7—=87. 


Но ева ли не самымъ интереснымъ свойствомъ числа 37 
является 10, что нЪкоторыя кратныя ему числа при круговой 


перестановк® входящихь вь нихъ цифръ дають опять-таки 
числа кратныя 37. Нанрим.: 


259 — 7Ж 37 
592 =16Ж37 
995 =25 Х 87. 


То же самое вЪЗрно относительно чисель 185, 518, 851 и 
чиселъ 296, 629, 962. Веб эти чиела состоять изъ тЪхъ же 
цифръ, только переставляемыхъ въ круговомтъ порядЕЪ, и всз 
они кратны 3%. 

Подобнымъ же свойствомъ отличаются и нфкоторыя чиела, 
кратныя 41. Такъ, числа; 


17 589; 75 891; 58917; 89 175 и 91758, 


как легко провЪфрить, всЪ кратны 41 и каждое получается 
изъ предыдущаго путемъ только одной круговой перестаповки 


входящихь въ число цифръ. 
ее. 


Числа 1375, 1376 и 1377. 


Написанныя выше три яосльдовательныхе числа, кажется, 
суть наименьшя изъ такихъ, что каждое дфлитея на кубъ нф- 
котораго числа, отличнаго оть едипицы: 1375 дфлится па 53 
1376—на 23 и 1377— на 33. 
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Степени чиселъ, состоящёя изъ однЬхь и тЬхъ же цифръ. 


Воть нЪФеколько послёдовательныхь чисель. квадраты ко- 
торыхъ пишутся т$ми же цифрами, но только въ изм®ненномъ 
порядкЪ: 

132—169: 1572—94 649; 9132 883 569. 
142 = 196; 1532 —24 964; 9142 =835 896. 

Изъ однихь и тёхь же цифръ, написанныхь въ разномъ 
порядкЪ, состоять кубы слфдующихь чиселъ: 

3453 —41 063 625; 3313—36 264 691; 
3843 —56 623 104; 4063 —=06 923 416. 
4053 —066 430 155; 

Слфдующая пара чисель представляеть ту особенность, что и 
квадраты ихъ квадратовъ также состоять изъ однЪхъ и тхъ же 
цифрь, только написанныхь въ иномъ порядк%: 

322 —1 024 321 —1 048 576 
492—641 — 494—5764 801. 


Квадраты чиселъ, не содернаще однхь и тхъ же цифръ. 


1.—Ввадраты чиселъ, состояние изъ девяти различпыхь 


цифрь: 


к 


11 826? — 139 854 276 
12 3632 = 152 843 769 
12 5432 = 157 320 849 
14 676* —215 384 976 
15 6812 —=245 893 761 
15 968 =254 817 369 
18 0722 —326 597 184 
19 0232 —=361 874 529 
19 3772 —= 375 468 129 
19 569? =382 945 761 
19 629 —385 297 641 
20 3162 —= 412 739 856 
22 8872 —= 523 814 769 
23 0192 —=529 874 8361 
23 1782 —=537 219 684 


23 4392 — 549 386 721 
24 2312 =587 432 169 
2870—5389 384 0% 
24 4412 —597 862 481 
24 8072 — 615 387 249 
25 059° = 627 953 481 
25 5722 — 653 927 184 
25 9412 — 672 935 481 
26 4092 = 697 435 281 
26 7332 — 714 653 289 
27 1293 =735 982 641 
27 2732 —=143 816 529 
29 0842 — 842 973 156 
29 1062 —=847 159 236 
30 3842 —=923 187 456 
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25. Ивадраты чиселъ, состоящие изъ десяти равпыхъ цифръ: 


32 043? —=1 026 753 849 45 6242 —2 081 549 376 
32 2862 —=1 042 385 796 55 446? =3 074 258 916 
33 1442 -=1 098 524 736 68 7632 —=4 128 350 169 
35 1723 —=1 237 069 584 83 9192 =7 042 398 561 
39 1472 =1532 487 609 99 0662 =9 814 072 356. 


Все разныя цифры. 


Если число 123456789 умпожить на всякое цЪлое чиело 
меньшее, ч5мъ 9, и первое съ пимъ, т.е. па числа 2, 4, 5,7 
8, то каждое полученное произведеше будеть состоять изъ 9-ти 
различных цифръ. 


Въ слфдующемъ вычитан!и: 


__ 987 65 321 
123 456 789 


864 197 532 


Уменьшаемое, вычитаемое и разноеть каждое состоить изъ 
девяти различныхъ цифръ. 


Числа, отличающяся оть своихъ логариемовъ только мЬстомъ 
запятой, отд5ляющей десятичные знаки. 


ИзслФдованями объ отыскаши подобнаго рода чиселъ зани- 
мались въ особенности знаменитый Эйлерь п ангийемий про- 
фессоръ Тэтъ. Ниже мы даемъ только три примфра подобныхъ 
чиселъ, обращая внимане на то, что рядъ ихъ можеть быть 
продолженъ пеопред$ленно далеко. 


, / 
109 1,3 712 885 742 —0, 13712 885 742 
109 237,5 812 087 593 =2, 375 812 087 593 
104 3550,2 601 815 865 — 8,5 502 601 815 865 
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Круговыя числа, 


Число 142857 отличается многими замфчательными свой- 
ствами. Нели его умножать на послфдовательныя числа 2, 3, 
4, Би б, то полученныя произведеныя бу- 
дуть состоять изъ тфхъ же цифръ, что и само | 
число, только переставленныхъ въ круговомь 7 у. 
порядк®. Другими словами: всф эти произ- 
веденля можно получить изъ представленнаго 


5 
здфеь круга, читая всф числа подрядъ, въ на- 2 
правлеши движеня часовой стрфльи, но ка- 8 
ждый разъ начиная съ другой цифры: Фиг. 81. 


2Ж 142 857 = 285114 


за. == “ЮЛ 
4х › = 511428 
БЖ > — 714 285 
6 - — 
о 
в —1 142 856. 


При умножени числа на 7 получается, какъ ‘ВИДИМ, шесть 
девятокъ, при умножеши же на 8 получается уже семизначное 
число 1142 856. Это послфднее замфчательно тзмъ, что, при- 
ложивъ его первую цифру (1) къ послФяней (6), получимъ опять 
данное число 142 857. Велфдъ за этимъ умножешя на даль- 
иЪфйипя числа даютъ тоть же результать, т. е. мы получаемъ 
опять чиела, написанныя цифрами 1, 4, 2, 8, 5, 7 и въ ука- 
заниомъ круговомъ порядЕЪ, если вё получаемыхь семизнач- 
ныхё числать будемь первую цифру` переносить пазадз и при- 
бавлять къ посльдней. Въ самомъ дл 


9Х 142 857 = 1285 713 (285 714) 


10% › = 1428570 (428 571) 
ЦХ › = 1891427 (671 498) 
28% › . = 32857Ы (285 714) 


39% › —127147273. 
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ЭдЪеь опять слфдуеть отмфтить, что, умпожая на 89, мы 
получаемъ уже 8-ми-значиое число, но если въ немъ дв пер- 
выя цифры (12) придать къ двумъ послфднимъ (73), то опять 
получимь число, состоящее изь тфхь же цифръ, что и взятое 
начальное, но написанное въ пномъ порядеЪ, а именно: 714 285. 
Точно также: 

356 Х 142 857 —50 857 092 (получаемъ число 


857 142, если приложимъ 50 къ 092). 


Что же за «особенное» такое чиело 142857, и въ чемъ 
секреть его особенности? 


Влючь иъ уразумВшю всфхь особенностей этого числа даеть 
то именно, якобы, «исключене», которое нарушаетъ приведенный 
выше круговой порядокъ, а именно, произведлене 7 Х 142 857 = 
= 


. 1 
Число 142 857 есть, какъ оказывается, #6005 дроби т» вели 


ее представить въ вид десятичной дроби. 

Совершено тфмн же свойствами будеть отличаться всяюй 
другой «полный» или «совершенный перюдъ», т. е. перодъ, 
получаемый оть обращенля въ десятичную простой дроби вида 


1 : 
я (тд р есть первоначальное число), и при томъ такой перодъ, 


что число его цифръ ровно на единицу меньше, чёмъ показы- 
ваеть число знаменателя данной простой дроби. 
Такимь образомь свойствами числа 142 857 будегь обла- 


1 
тк 7—0, (0 588 235 294 117 647). Въ самомъ дл: 
ОЕ... .. — 1 176 470 588 235 294 


т. е. получаемъ число, написанное тзми же цифрами, но въ 
иномЪ круговомъ порядкЪ. И точно также: 


ух 0588 235. ь —4 117 647 058 823 529 
Въ то время, какъ 


17.0 588 235...... —=9 999 999 999 999 999. 
\ 
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Точно такимп же свойствами будетъ отличаться перодъ дроби 
| 
59 — 0, (0 344 827 586 206 896 551 724 137 931), въ которомъ 
28 цифръ. 


Нетрудно доказать, что каждая обыкновенная дробь вида 
—, гдф р есть первоначальное число, при обращени въ деся- 


тичную дасть перюдъ, въ которомъ должно быть меньше, чВмъ 
р, десятичныхь знаковъ. 

Въ самомъ дЪлЪ, при дфленти остатокъ всегда долженъ быть 
меньше дфлителя. Отсюда, сл$дуеть, что въ осталкахъ при дфле- 
ни 1 на р для обращешя въ десятичную дробь можетъ полу- 
читься только р— 1 различныхъ чиселъ, а затЗмъ процессъ 
начноть опять повторяться. 


1 
Такъ, напр,, для извфстной уже намъ дроби 7 имЪемъ: 


1 3 2 6 4 5 
7= 0,1 = 0,14 = 0,142 7 — 0,1428 я 0,14285-— 
1 Е 
= 0142857 = — ... (дальше, очевидно, начнется повторене 


т%хъ же цифръ). 

Отсюда ясно, что если мы будемъ помножать число 142 857 
на 3,2, 6, 4, 5, то мы будемъ получать перодъ, начинаюнийся 
соотвЪтетвено #ослю 1-й, 2-й, 3-Й, 4-й и 5-й цифры. 


Отыфтимъ также еще и слфдующия положеня: 


Если перодъ, получающийся оть обращешя дроби и 


в—1 
(гдз р есть простое число) въ десятичную, содержить 2 о 


цифръ, то при умножеши этого перюда на всф множители отъ 


1 до р— 1 всегда будемъ получать числа изъ 2 о цифръ, 


при чемъ вс эти числа можно разбить на два ряда такихъ, что 
каждое число каждаго ряда можеть получалься изъ предыду- 
щаго путемъ только круговой перестановки цифръ. 


Ио 


Ра . 
Для примЗра будемъ обращать въ десятичную дробь 3 - 


1 с 
Получается, —5 == 0,(076923). Помножая число перюда на мно- 


>13 
жители 12,3, ... 11, 12, находимъ: 
1Ж 076 923 — 076 923 2х 076 923 = 153 846 
о 5БЖ — 8384 615 
4. > —3002 В 
9х › 2092307 ПЖ › —5638 461 
10% › —769230 5х > 015355 
в = 92.006 о > — 946 


Возьмемъ снова уже извЪстное намъ число, представляющее 

: 1 
перюодъ дроби т 
намъ свойствъь оно обладаеть и такимъ: разобъемъ его на двз 
половины по три цифры въ каждой и сложимъ эти части, найдем, 
чиело, кралное 9-ти, т. е. 


142-857 —=999. 


т. е. число 142 857. Помимо извфетныхъ уже 


Подобнымъ же свойствомъ отличается и число, представля- 


: 1 
ющее перюдъ тт (см. выше) и т. п... То же относится и къ 


- 1 
числамъ, полученнымъ нами выше изъ перода 13: 


ТЪмъ не менЪфе, если мы найдемъ такой перюдъ дроби г) 
Е —1 
5 цифръ, и это послёднее число - >) 

будеть само вида 4и--3, то такой нерюдъ нельзя, слёдова- 
тельно, раздЪлить на 2 равныя половины, гдф каждая цифра 
дополнила бы соотв тствующую до 9. Но въ такомъ случа 
==! 


который содержить Р 


число 


р—1 
2 


1 - 
(дополняющее р до единицы) дасть перюдъ тоже изъ 


ты: 
цифръ, дополнительный перюду > 
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НапримЪръ: 
1 
2 = 0, (032 258 064 516 129) 
30 - 
Е — 0,(967 741 985 483 810) 


Сумма == 0,(999999999999999) 


Полезное примбненге. 


Изъ указанныхъ выше особенностей извЪстнаго рода чиселъ 
можно извлечь нЪфкоторыя полезныя практическя примфненя. 
И прежде всего можно ввести значительныя упрощешя и сокра- 


Е Е 1 
щентя въ вычисленя, когда мы И (р — первоначаль- 


ному числу) въ десятичную дробь. 

Въ такомъ случа, нашедши н%которое число десятичныхъ 
знаковъ, мы еще болЪе значительную часть ихъ можемъ найти, 
умножая полученную уже часть частнаго на остатокъ. Для 
удобства вычисленя процессь дфлентя слфдуеть продолжать до 
тЪхь поръ, пока остатокъ получится сравнительно небольшой. 


1 
Будемъ, наприм., обралцать въ десятичную дробь 97: Начавъ 


дфлеше числитоля на знаменатель, мы, положимъ, получить въ 
частномъ 0,01 030 927 835 и въ остаткЪ 5. Остатокъ невеликъ, 
поэтому разсуждаемъ такъ: начиная съ поселФдией полученной 
цифры частнаго, дальнЪйния цифры должны быть тая, камя 


. 1 
получатся отъ обращеня въ десятичную. дроби дт › Умноженной 


на 5. Итакъ, умножая на 5 полученныя цифры частнаго (или 
прибавя нуль справа и дфля на 2), мы сразу получаемъ еще 
11 цифръ частнаго. 


Задача, 55-я. 
Мгновенное умножение, 


Если вы въ достаточной стелени внимательно отнеслись къ 
предыдущей глав$ п усвоили свойства повторяемости однихъ и 
тфхь же цифръ, которыми обладаютъ н$которыя числа, то это 
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доставить вамъ возможность производить надъ числами извЪстныя 
дфйствья, которыя для непосвященнаго покажутся прямо пора- 
зительными. Такъ, напр., вы можете кому-либо предложить слЪ- 
дующее: 

Я пишу множимое, а вы подписываете подъ нимъ 
какой хотите множитель изъ двухь или трехъ цифръ, 
и я тотчасъ же напишу вамъ произведеше этихъ чиселъ, 
начиная отъ лЪвой руки къ правой. 


Р.шен!е. 
Въ самомъ дфлЪ, вы напишете, какъ множимое, перодъ 
1 
дроби -, т. е. число 143 857, о которомъ мы говорили въ пре- 


дыдущей главЪ. Предположимъ, что другой потребуетъь, чтобы 
вы это число умножили, напр., на 498. 
ДЪло, въ сущности, сводится къ тому, что вы это число 493 


1 ря 
мысленно умножаете на т а затЪмъ мысленно же обращаете 


въ перюдическую дробь, что при свойствахъ извЪстнаго вамъ 
перда (142857) совеЗмъ не трудно. Поэтому, глядя на число 


493, вы мысленно дфлите его на семь и получаете = 


З 
=. 0. СлТдовательно, вы иииете 10, какъ двЪ первыя цифры 
нскомаго произведетя (пишете слФва направо). 
_ 1 
Теперь остается (т.е. 8х = › иначе говоря, — 3, умно- 


женное на перодъ 142857, и вся задача заключается только 
въ томъ, чтобы опредфлить первую цифру, съ которой надо 
начинать писать этоть перюдъ въ круговомъ порядЕЪ. Раз- 
суждаемъ такъ: 

Единицы мпожимаго, 7, на множитель, 3, дають въ произведе- 
нш 21. Значить послфдняя цифра въ пскомомъ произведения 
должна быть 1, а слфдовательно, первой въ перодЪ придется 
ближайшая слфдующая, т. е. 4 (или находимъ 4, дЪля 3 на 7). 
Итакъ, иииеме (посл 70) еще цифры 4 285, а оть 71, которыя 
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должны бы стоять на концЪ, надо отнять тЪ 70, что написаны 
въ начал» (сравните съ умноженемь 89 Ж 142 857 въ предыду- 
щей глав). Это дасть двЪ послФдшя цифры искомаго иропз- 
ведешя: 01. Итакъ, искомое произведене есть 70428501. 

Все это можно (при усвоения сущности задачи) продфлать 
весьма быстро. И когда вашъ собес®дникъ, непосредственнымъ 
умпоженемъ провфривъ вЪрность вашего отвфта, предложить 
опять взятое вами число (142 857) умножить сразу, наприм$ръ, 
на 825, вы опять разсуждаете точно также: 


и — 17 и пишете ИТ. 

Такъ какъ 6 Х 7 == 42, то послдняя цифра искомаго про- 
изведеня будетъ 2; значить, круговую послЪдовательность чи- 
селъ перюода надо начинать съ непосредственно за 2 слдую- 
щей цифрой, т. е. съ 8, и вы иштете (за 117) 851; дальше 
должны идти цифры перюда 142, изь нихъ надо отнять 117, и 


вы пишете еще три цифры 025. Получаете: 
142 857 Х 825 = И1 857 025. 


И слава ваша, какъ «необыкновеннаго счетчика», пожалуй, 


упрочитея! 
Воть еще примЪръ: 142857 надо умножить на 875. 


т = 58, лапиемз 53. 


7 Х на перодъ даеть 6 девятокъ. Вычитаемъ мысленно 58 
изъ 999999 и результать приписываемъ за 53; получаемъ 


53999 946. 


Зам5чане. При нЪкоторой практик это «умножеше» дф- 
лается чрезвычайно быстро и дЪйствительно поражаеть незнаю- 
щаго, въ чемъ дЪло. Надо, однако, — если желать сохранить 
секреть п занимательюсть,— всячески разнообразить это мате- 
матическое развлечеше. Можно, наприм$ръ, партнеру сказать 
тактъ: 


ВЪ ЦАРСТВТ СМЕБАЛКИ. 8 
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Вотъ я пишу н5Бкоторое число; подпишите подъ 
нимъ какого угодно множителя изъ 2-хъ, или 3-хЪ 
цифръ, умножьте и полученное произведеше раздЪлите 
на 13. То частное, которое вы послЪ этого получите, 
я вамъ напишу сейчасъ же, какъ только вы напишете 
множитель. 

Въ этомь случаЪ, конечно, вы пишете въ качеств$ мно- 
жимаго не 142 857, а 13 Х 142857 = 1857 141. Такъ какъ 13 
въ данномъ случаЪ, въ сущности, сокращается, то частное вы по- 
лучите совершенно такъ же, какъ получали произведеше въ пре- 
дыдущихъ примфрахъ. БмЪето числа 13 можно взять всякое 
иное число. 


Н?$околько зам чавй о числахъ вообще, 


Теорема Ферма, за доказательство которой, какъ мы уже 
товорили въ одной изь предшествующихъ главъ, можно полу- 
чить 100000 марокъ, кромЪ титула «великой», носить еще на- 
зваше его иосмертной теоремы. Вопросы подобнато рода изу- 
чаютея въ той части математики, которая носить общее назва- 
не теории чиселз. Въ этой области сравнительно мало кто ра- 
ботаетъ, хотя, по выражентю многихъ, она исполнена «волшеб- 
нато очарованя». «Малематика— царица наукъ, но ариометика, 
(т. е. теорля чиселъ) есть царица математики», — говориль «пер- 
вый изъ математиковъ (ретсерз ша фешайеогит)» Гаусеъ, а ужъ 
оНЪъ-то въ этомъ вопросЪ можеть считаться вполнЪ компетент- 
нымъ судьей. Но, быть можеть, ни одна изъ областей матема- 
тическихъ наукъ не требуеть такой силы и строгости мышле- 
мя, остроумя приемовъ и глубокаго проникповешя въ природу 
числа, какъ именно эта теорйя чисель, пли «высшая ариеме- 
тика», какъ ее иногда называютъ. Читатель навЪрное не пос- 
туеть на насъ, если мы сдЪлаемъ небольшую псторическую 
экскурею въ эту область. Начнемъ опять съ упомянутой уже 
знаменитой иосмертной теоремы Ферма. Теорема состойтъ въ 
томъ, что 
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Невозможно найти цфлыя числа для х, у, х, которыя 
удовлетворяли бы уравненйо 


28 НУ — та 


если п есть цлое число большее, чЪмъ 2. 


Теорема Бильсона состопть въ слфдующемъ: 
Если р есть первоначальное число, то число 


ом 
дЪлится безъ остатка на р. 

Эта знаменитая теорема была высказана Джономъ Вильсо- 
номъ (1741—1793), воспитанникомь Кэмбридаскаго универси- 
тета. Какъ и Ферма, онъ не занимался спещально математнкой. 
Теорсму свою онъ предложиль ученымъ безь доказательства, 
Впервые опубликоваль ее Уорингъ (\\атиз) въ своихъ «Мейг- 
(абопез А]еергасае», а общее доказательство ея далъ Деранжь 
въ 1771 году. 


Формулы для нахожденя первоначальныхв чиселв. Общей 
формулы для получешя ряда послфдовательныху, первоначаль- 
ныхъ чисель въ любыхь прелфлахъь пе найдено. Лежандръ 
предложиль формулу 22” -- 29, которая даеть иервоначальтия 
числа для всЪхъ послфловательныхь значейй хоть —0 до 
Х— 28, т. е. для 29 значенй х. Эйлеръь даль формулу: 
#--2--41, которая даеть первоначальныя числа для зпаче- 
нй 2 оть 0 до 39, т.е. для 40 значенйй х. Американсй ма- 
тематикъ Эскотть (Езсо&) нашель, что если въ формул Эйлера 
замфнить д черезь 2—4.0, то найдемь формулу 2° — 795-1601, 
которая даеть первоначальныя числа для 80 послЪдовалельныхь 
значешй х. Въ особенности замфчательны въ этомъ отношенйт 
труды русскаго академика Чебышева. 


Можетв ли быть больше одной 'руппы первоначальных 
множителей числа? ВеЪ почти наши учебники ариометики на 
этоть вопросъ отвфчають: иъиз. Число, молъ, разлагается только 


на одну группу нервоначальныхь множителей. П этоть отв тъ 
о 


116 


совершенно вФренъ, пока мы держимся только тфенаго чисто 
«ариеметическаго», такъ сказать, — привычнаго понятя о еди- 
ниц%, о числЪ. Но если взглядъь на число мы распиримъ до 
поняйя 0 комплекснома чиел® (см. далфе главу «Наглядное 
изображене комплексныхь чиселъ»), то положеше, что всякое 
число можеть быть разложено на первоначальныхь производи- 
телей только единственнымьъ путемъ, лишается математической 
достовфрности. Такъ, напримръ: 


26=9Ж18=(5-РИ— 1 (5-И-—1). 


Развитие поняпёя о чиель. Начиная съ учешя о цфлыхъ 
числахъ древнихъ грековъ, переходя черезъ ращональныя дроби 
Дюфанта, такъ называемыя «ращопальноети» и «иррацональ- 
ности» разсматриваются, какъ числа, только въ шестнадцатомъ 
вЪкф. Отрицательныя числа, какъ образжтныя положительным, 
были выдвинуты Жираромъ и Декартомъ. «Мнимыя» и ком- 
плексныя числа ввели въ математическй обиходъь Арганъ, Вес- 
сель, Эйлеръ и Гауссъ- 

Такимъ образомъ въ послЗднее время создалось новое, общее, 
поняте о числ и, говоря кратко, математики приняли за пра- 
вило, что оправданще для введемя в ариометику числа осно- 
вывается только на опредъленфи этою числа. Исходя изъ 
этой точки зрёная, п развивается вся современная теоретическая 
ариеметика. 


Графики, 


Какъ-то профздомъ черезь уфздный городъ западнаго края 
пишущему эти строки случилось разговориться съ м\етнымъ 
обывателемъ и узнать, что у нихъ въ город есть своего рода 
чудо-математикъ. Этоть математикь мало того, что рЪшалъ 
«всякую» п «какую угодно» предложенную ему задачу, но р\- 
шаль чрезвычайно быстро, почти не думал, при помощи всего- 
на-всего обыкновенной шатматиной доски. Кусочкомъ мфла онъ 
извЪстнымъ ему образомъ разставлялъ на клфткахъ доски числа 
задачи и затЪмъ, не производя никакихъ письменныхъь вычи- 
слей, говорилъ тотчасъ отвЪть. 

— И это каждую предложенную задачу онъ ршаеть та- 
кимъ образомъ? — заинтересовался я. 

— Какую угодно! Можете, если угодно, убфдиться въ этомъ 
сами. И главное, необразованный... а самъ дошедь... 

ЕКъ сожалфню, ни время, ни обстоятельства не позволили 
мнЪ познакомиться съ этимъ еще однимь скрывающимея въ 
нашей глуши самородкомъ. Но не разъ, признаться, задумы- 
вался я надъ тфмъ, какъ это «простой и необразованный» 61- 
лорусеь рЪшаетъ вс задачи съ помощью шахматной доски, не 
прибфгая къ выкладкамъ п вычислемямъ. Арнеметика или ал- 
гебра безъ вычисленй!.. На первый взглядъ это удпвительно, 
но это только на первый взглялъ. 

Быль можеть, ‹«секреть» уроженца бЪфлорусскаго городка, 
окажется не столь ужь загадочнымъ, если сообразить, что шахмал- 
ная доска есть не что иное, какъ площадь, разграфленная вер- 
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тикальными и горизонтальтыми лишями на квадратных лжи. 
Листь же бумаги, разграфленной на клЪлочки, какъ сейчасъ 
увидимъ, можеть оказаться пезамфнимымь подспорьемъь для 
быстраго рёшеня весьма мпогихъ п восьма сложныхь задачъ. 
Такт, как клЪтчатую бумагу можно теперь встр$тить въ про- 
даж почти всюду, то и мы здЪфеь со своей стороны повторяемь 
совЪть почтеннаго профессора Джона Перри, который въ своей 
«Практической МатематикЪ» говорить: «очень важно, чтобы 
ученикъ извелъь много листовъ бумати (клытчатой) на своп 
упражнения, расточительно пользуясь этимъ матерьяломъ». До- 
бавимъ къ этимъ словамъ почтеннаго ученаго, что «изводить» 
клЪтчатую бумагу слфдуеть п не «ученику» въ точномъ зна- 
чени этого слова, а всякому любителю точцыхъ знанй. При 
помощи такого рода бумаги весьма легко вычерчивать графики 
п примФнять ихъ къ рфшен!ю различныхъ задачъ. 


Эти графики въ наше время вы можете найти во многихъ 
газетахь и журналахъ. Чаще всего ими пользуются для нагляд- 
наго представлешя хода измЪнен! температуры и давлевшя ба- 
рометра за извфстный перодъ времени. Примфръ такого гра- 
фика данъ на фиг. 81. 
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Фиг. 81. 


Наэтой фигур% изображены даже не одинъ, а два графика: 
сплошная черная лишя изображаеть колебанйя за недфлю въ 
показатяхъ барометра, а лия колебашй температуры обозна- 
чена пунктиромъ. Разобраться въ подобномъ график» очень легко. 
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По горизонтальному направлению означено время: семь дней 
недфли и для кажлаго дня главнЪфйнце часы наблюдений — 12 
часовъ ночи, 6 час. утра, 12 час. дня и 6 час. пополудни. 
Такъ что сторона каждаго квадратика въ горпзонтальномь на- 
правлеши соотвЪтетвуеть промежутку времени въ 6 часовъ, 


1 
а = стороны — 1 часу и т. д... 


По вертикальному направлено слфва помфщены дфленя 
въ миллиметрахь шкалы барометра, а справа шкала термо- 
метра. 


Пусть теперь, скажемъ, каждый часъ въ сутки или черезь 
кажлые 2, 4, 6 п т. д. часа опредфляють высоту барометра п 
показаше термометра. Каждое такое показане на клЪткахъ гра- 
фика легко отмЪтить соотвЪтствующей точкой. Положимтъ, на- 
прим®ръ, что во вторникъ въ шесть часовь утра высота баро- 
метра была 780 миллиметровъь, а термометръ показываль 05. 
Тогда на пересфчеши вертикальной линш, проходящей черезъ. 
показаше «Вторникъ 6 час. утра», съ горизонталью, проходя- 
щей черезь дфлеше барометра 780, мы ставимъ точку, обозна- 
чающую показан!е барометра. 'Точно также на той же вертикали, 
но въ пересфчени ея съ линей, противъ которой поставлено 
пулевое показаше термометра. мы ставимъ точку. Это будеть 
- показане термометра. Соединяя вс послФдовательныя показаня 
барометра сплошной лишей, а показатя термометра пункти- 
ромъ, получаемъ графики недфльныхъ температуръ и барометри- 
ческаго давлешя, дающие полную картину изм неня погоды за, 
недфлю. Никакой путаницы и неясности здЪсь быть не можеть. 
Если вы хотите прослфдить линию барометра, справляйтесь съ 
цифрами налЪво; желаете прослФдить температуру, смотрите 
цифры напразо. Точно также каждая точка горизонтали соот- 
вЪтствуеть извфстному часу и лню недфли. 


Но графики находять себф примфнеше не въ одномъ только 
- учени о погод% (метеорологи). Можно сказать, что чфмъ дальше, 
тЪмъ область ихъ примфнешя становится шире. Въ высшей 
степени плодотворно пользоваше графиками, напримфръ, въ 
статистик. Въ желзнодорожномъ дфлЪ они представляють чуть 
ли не единственное средство для обозначения движеня пофздовъ, 
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п графики послёдняго рода вы, вфроятно, встр$чали на стзнахъ 
нныхь станщй желфзныхъ дорогъ. Графиками же часто поль- 
зуются на биржахъ для обозначешя колебанй курса. Графики— 
необходимое пособйе въ области практической механики, строи- 
тельства и т. д., пт. д. 

Вообще когда одна величина, У, зависить оть другой, Х, 
тавъ, что съ измфнешемь Х измфняетея У, и если эти вели- 
чины н измфненя ихъ конечпы, то съ помощью графика можно 
представить какое угодно измфнеше величины У въ зависимости 
отъ изм5нешя Х. 

Величина У въ такомъ случаЪ называется функией отъ 
величины Х. Пояснимъ н%еколько подробнфе это весьма упо- 
требительное въ математикЪ слово. 

Если мы булемь чертить рядъ окружностей, все болфе и 00- 
лфе увеличивая радусъ, то и самыя окружности будуть все 
длинн%е н длиннфе. Сл®ловательно, длина окружности есть фуж- 
я ея радтуса. Если къ резиновой нити подвфсить ляжесть, 
10 она вытянется—и вытянется больше ‘или меныше въ зави- 
симости отъ того, болыную или меньшую тяжесть мы подвЪсимъ. 
Длина резиновой нити есть, слфдовательно, функцея подвЪшенной 
къ ней тяжести. Если подогрвать въ котлЪ паръ, то давленте его 
увеличится — п тфмъ больше, чфмъ выше будеть температура. 
Давлен!е пара есть, слфдовательно, фунищя температуры и 
т. д. Читатель можеть теперь самъ подобрать сколько угодно 
примфровъ величинъ, находящихся между собой въ функцю- 
нальной зазисимости. 

Посредством, графика можно всегда наглядно представить 
функцию съ помощью чертежа. И для этого прибЪгають всегда 
въ одному и тому же нижеслфдующему приему. 

На клфтчатой бумаг беруть двЪ взаимно-перпендикуляр- 
ныя линш ОХ п ОУ, называемыя осями координатз и перес?- 
кающуяся въ точьЪ О (Фиг. 82). Условимся, теперь, направлешя 
вправо и вверхъ по осямъ считать положительными (съ зна- 
комъ --), а направленя влФво ни внизъ — отрицательными (съ 
знакомь —). 

Какъ же памъ теперь графически пгобразить нЪкоторую фунт 
.цю 9, зависящую отъ 5? Е 


2 


Условимея въ едииицЪ м$ры, принявъ, скажемт, каждую 
сторону клёзки за 1. ЗатЪмь беремъ известное значеше для х 
п откладываемь его по оси 
Ох вправо, если 2 положи- у 
тельно, и влЪво, если 2— 
отрицательно. и Ве. 

Пусть, напр., въ дан- 
номъ случа х изобрази- 
лось у насъ длиной Ор. Для 
взятаго значеная х опред?- 
лимъ соотв тетвующее зна- 
чеше 9; пусть оно выра- 
зитея  числомъ, которое 
можно представить длиной 
04. Эту длину мы откла- 
дываемъ пооси ОУ вверхъь, 
если она со знакомъ --, и 
внизъ, если она со знакомъ.—Изь точекь р и 4 проведемь те- 
перь линш, параллельныя осямь ОУ и ОХ. Линш эти пере- 
сЪкутся въ точкЁ Р. Воть эта точка и представляеть совокуп- 
` ность двухъ соотвётствующихь значенй 5 и у. Ностроивъ рядъ 
такихь точекъ и соединивъ ихъ непрерывной лишей, получаемь 
графиъ, изображающий наглядно измфнешя функция у въ зави- 
симости отъ измфневй #. 

Способъ этоть, какъ мы уже видфли, быль примЪненъ для 
получешя предыдущаго графика (Фиг. 81) температурь и ба- 
рометрическаго давлевя. Онъ, — повторяемъ, — общий для по- 
строеня всфхъ графиковь вообще. 


-< 
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р 
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Фиг. 82. 


Р5шене уравненй. 


При пользовани графиками нфть, вообще говоря, неразр?- 
шимыхъ уравнешй. Для образца, какъ для рёшеня ур-Ш можно 
пользоваться графиками, возьмемь простой примфръ изъ «Практи- 
ческой математики» проф. Джона Перри. Чуеть требуется графи- 
ческимъ путемъ рфшить ур-е: 


2? —5.112-- 5,109 = 0. 


Положимъ 


9—4? — 56,11%-- 5.709 


п сдфлаемь графикъ функции 9. 

Возьмемь иЪкоторыя значешя х отъ нуля до 5 и вычислимъ 
соотвфтетвующия значешя х. Получаемъ два ряда: 
для я: 0 1 1,5 2,0 8,5 3,0 Ба О 
для 9: 5,709 1,599 0,294 —0,511 —0,816 —0,621 —0,074 1,269 5,159 

Нанося эти значения па клЪточную бумагу, получаемъ гра- 
фикъ, изображенный па фиг. 83. 

Кривая графика пересЪкаеть ось ОХ въ двухъ точкахъь Ри 
(, слфдовательно, существуеть два корня уравнешя 2°— 


Фиг. 83. 
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— 5,112-Ё 5,709 —0. Вычиеляя эти корни по графику, нахо- 
димъ ихъ ириблизительную величину: 1,65 и 3,46. 

Воть здЪеь-о п слфдуеть отмЪтить, что всф почти резуль- 
таты, получаемые помощью графиковъ, лишь ириблизительны, 
а пе вполнЪ точны. Это всегда слфдуеть имЪть въ виду, когда, 
пользуемся графиками. Но слФдуетъ также знать п то, что при 
тщательномъ составлени графиковъь получаемые результаты 
вполп удовлетворяють требовамямъ практики. 

Итакъ, если мы не умфемъ даже рЪшаль алгебраически 
ур- 2-й, 3-Й и 4-Й степени, то намъь помогутя. графики. Опи 
ще могуть помочь найти корень п всякаго иного уравнешя, 
въ томъ чиелЪ даже неразрёшимаго алгебраически ур-фя выше 
четвертой степени, и разрЪшталь ихъ съ желалельной степенью 
точности. Теперь вамт, вЪфроятшо, понятно значеше графиковъ, 
хотя врядъ ли можно согласиться съ уважаемымъ проф. Перри, 
который всякого защитника чисто алгебраическихь «точныхъ» 
способовь рфшешя задачь обзываеть «самоувфреннымъ, какЪ 
пЪтухъ, академическимъ ученымъ съ деревянной головой». 

Хорошо именно то, что для даннаго случая нужно!—можно 
на это сказать. 

Въ числу преимуществь графиковъ предь инымп способами 
рЪшешя задачъ принадлежитъь еще назлядность, —возможность 
дЪйствовать на умъ поередствомъ глаза. Это, въ частности, для 
педагога— великая вещь 

Но перейдемъ къ нЪкоторымь другимъ задачамъ, рЪфшае- 
мымь съ помощью графиковъ. Задачи эти, вфроятно, болфе 
всего объяснять намъ тоть секреть рЬшевая задачъ на шах- 
матной доскЪ, о которомъ мы упоминали въ началф этой главы. 


Задача, 56-я. 


Знаменитая задача Люка. 


Воть задача, предложенная извЪстнымъ (нын% покойнымь) 
матемаликомъ Эдуардомь Люка, о возникновеши которой та- 
лантливый математикъ г. Лэзанъ разсказываетъ слфдующую исто- 
Тю, ручаясь за ея полную достовфрноеть: 
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На одномъ паучномъ конгрессф, въ конц завтрака, на 
которомъ находилось много извъетныхъ математиковъ, и между 
ними было нфсколько. знаменитостей разныхъ нацюональшостей, 
Эдуардъ Люка вдругъ объявилъ, что онъ хочегь задать имъ 
одинъ изъ самыхъ трудныхъ вопросовъ: 

«Я полагаю, что каждый день, въ полдень, отпра- 
вляется пароходъ изъ Гавра въ Нью-Ююркъ и въ то же 
самое время пароходъ той же компани отправляется 
изъ Нью-Горка въ Гавръ. Пере$здъ совершается ровно 
въ 7 дней въ томъ и другомъ направлени. Сколько 
судовъ своей кампаи, идущихъ въ противоположномъ 
направлении, встр5титъ пароходъ, отправляющийся сего- 
дня въ полдень изъ Гавра?» 


Рфшене. 


Н$которые изъ присутствовавшихъ знаменитостей, — говорить 
по этому поводу Лэзанъ, опрометчиво отвфтили «семь!» Боль- 
шинство же хранило молчане. Ни одинъ не далъ вЪфрнаго 
отвфта, но если бы для рЪшевя этой задачи призвать на по- 
мощь графикъ, представленный на фиг. 84, то ршеве выри- 


А совалось бы тотчасъ 
0123405678 90 


УУХХХХХХХУХ7 со всей яеностью. Слу- 
К / шавиие МЛюка, оче- 
Я видно, думали только 

К о пароходахъ, кото- 


$ 
$ 
ххххх, Х ые должны еще от- 
ххх рые д щ 
ххххххх 
Е 


хх 
К Х правиться въ путь, 
ХХХхХ, 

О о 9 ан“ 


Гавръ 


нНыю-юрнъ забывая о тЪхъ, кото- 
рые уже въ дорог%. 
ВЪрно же то, что па- 
роходъ, графикъ котораго на фиг. 84-й изображенъ лишей АБ, 
встрфтять на морЪ 13 судовъ, да еще тотъ, который входить 
въ Гаврь въ моменть его отьфзда, п еще тотъ который отпра- 
вляется изъ Нью-Ш№юрка въ моменть его прибыля, или всею 15 
с4д0вг. Графикъ доказываетъ, кромЪ того, что встрфчи будуть 
происходить ежедневно въ полдень и въ полночь. 


Фиг. 84. 
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Если бы кто сомнфвался еще до сихъ поръ въ огромной 
польз графиковъ, то настоящая задача, думаемъ, должна раз- 
сфять подобныя сомнфя. Тоный и сложный вопросъ получаеть 
вь данномь случаЪ быстрое, простое п наглядное рфшенте. 


Задача 57-я. 
Курьеры. 


Въ общераспространенныхь задачникахь въ ряду иныхъ 
часто встрчаются «задачи о курьерахъ», или путникахъ, пли 
пофздахъ, идущихъ съ различной скоростью оть извЪетнаго 
пункта, вдогонку другь за другомъ или же навстрфчу одинъ 
другому. При этомъ спралшивается обыкновевно время ихъ 
ветрЪчи и разстояше мета встрёчи оть точки отправлешя. 

Задачи эти слишкомъ общеизвЪстны, чтобы о нихь стоило 
много здЪсь говорить. Въ школахъ оши относятся обыкновенно 
къ числу «трудныхъ». Укажемь поэтому здЪеь, что задачи и 
этого рода могутъ рАмпаться съ помощью графиковъ. Для этого, 
взявъ разграфленную въ клфтки бумагу и построивъ дв вза- 
имно перпендикуляриыя 06и, мы на оси ОХ откладываемъ 
время, а на оси ОУ соотвфтетвующия разетояня, и строим 
затЪмъ по прежнему графики для каждаго «курьера», «путни- 
ка», <по%вда» и т. д... Точка пересфченя графиковъ съ совер- 
шенно достачной точностью опредЗлить время и м$ето встрчи: 
для этого нужно только изъ этой точки опустить перпендику- 
ляры на оси ОХ и ОТ. Пересфчеше перпендикуляра съ первой 
осью дасть точку, по которой опредфляется время встрЪчи, а 
перес%чене другого периендикуляра съ осью ОУ даеть точиу, 
которая позволить намъ опредфлить разстояще мета ветрЪчи 
оть точки отправления. 

Взявъ изъ любого задачника подобную задачу п построивъ 
соотвётствующия графики, читатель легко уб®дитея въ простотЪ 
и пригодности этого метода для приложения изъ подобнымъ за- 
дачамъ. ЗдЪсь же мы предложимъ вниманию читалеля слФдую- 
щую болфе сложную задачу о собакЁ и двухь путешественни- 
кахъ, р№шить которую безь помощи храфиковь не такъ-то 
легко. 
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Задача, 58-я. 
Собака и два путешественника. 


Лва иЪшехода идутъ по одной и той же дорогЪ, 
въ одномъ и томъ же направлеши. Первый, 4, нахо- 
дится на 8 кил. впереди другого и дфлаетъ 4 кил. въ 
часъ; второй, В, дЪлаетъ по 6 кил. въ часъ. У одного 
изъ путешественниковъ есть собака, которая, именно 
въ тотъ моментъ, когда мы говоримъ, бЪжитъ къ дру- 
гому путешественнику, со скоростью 1$ кил. въ часъ, 
потомъ сейчасъ же возвращается къ своему хозяину; 
прибЪжавъ къ нему, она снова бЪжить къ другому 
путешественнику, и такъ до тБхъ поръ, персебЪгая 
отъ одного къ другому, пока оба путешественника 
встрЪтятся. Нужно узнать, какой путь пробЪжитъ 
собака. 

Ршен!е. 


На оси ОХ отклады- 
ваемъ время, а на оси ОУ 
разстояня. Вопросъ можно 
разсматривать двояко, смо- 
тря по тому, кому изъ пу- 
тептественниковъ принад- 
лежить собака. На фиг. 85 
считается время съ того 
момента, когда собака вы- 
пущена. 

Графики двухъ путеше- 
ственниковь суть ОЛ и 

х 8, иточка М, т. е. встр%ч- 
57 ный пунктъ, вакъ видно 
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Фиг. 85. изъ фиг. 85-0й, соотвЪт- 

ствуеть разстояюю въ 24 

километра и 4 часамъ ходьбы. Если собака прпнадлежить пут- 
нлку, который сзади, то графикъ ея пути есть Оада...., ломан- 
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ная лишя межлу графигами хода двухъ ифшеходовъ. Если она 
принадлежить путешественийкт, идущему впереди, то графику, 
ея пути есть 866...., такая же по происхождению ломанная ли- 
шя, но отличная оть первой. Въ обоихъ случаяхъ, тфмъ не мс- 
н%е, животное не перестаеть бЪжать въ продолжеше 4 часовъ 
и, дфлая по 15 километровъ въ часъ, пробфгаеть 80 киломе- 
тровъ. Очевидно, въ томъ и въ другомъ случа» результатъ одинъ 
и тоть же. 

Можно предположить, что путешественники идуть другъ 
другу наветрФчу, п, вообще— всячески видоизм®нять условя 
задачи. Въ зависимости оть этого измВнятся нЪеколько и гра- 
фики, но способъ рёшешя остается тоть же. 


На этомъ мы и закончимъ главу о графикахъ, предлагая 
читателю разрабатывать дальше этоть вопросъ самому. Въ во- 
просахъ изъ области физики и механики найдется въ особен- 
ности ного задачь, рёшаемыхъ графически. Рекомендуемъ также 
вниманию читателя книгу Джона Перри: «Практическая мале- 
матика» (есть въ русскомъ перевод»). Въ этой книжек вопрось 
о графикахъ разобранъ съ надлежащей полнотой и ясностью. 
Не совфтуемъ лишь увлекаться тфми полемическими выпадами 
против «теоретиковъ>», которыми почтенный авторь безъ ви- 
димой нужды уснастиль кое-гдЪ свою въ общемъ полезную 
кНИГУ. 

Возвращаясь къ тому, съ чего началась эта глава, т. е. къ 
оставшемуся въ неизвЪетности «чудо-математику», ршавшему 
задачи съ помощью шахматной доски, мы должиы признать, 
что это возможно. РЪчь идеть, очевидно, о графикахъ. При на- 
выкЪ, иъкоторыя задачи съ помощью ихъ, какъ видимъ, можно 
рЪщать удивительно быстро. «НЪкоторыя»,—говоримъ, —по не 
вст! Воть почему намъ кажется, вопреки увфрешямь почтен- 
наго захолустнаго обывателя, что не всякую задачу могъ <мо- 
ментально» рфигать бФлоруссюйЙ «чудо-математикъ». 


ое ем 


и. 
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Объ аксомахъ элементарной алгебры. 


При изучени элементарной алгебры къ рЪшешю уравне- 
вй приступають обыкновенно съ такими аксюомами: 

1. —Беличины, равныя порознь одной и той же величииь 
или равным» величинамз, равны между собой. 

2. Если кз равнымз величинам прибавить равныя же, 
то и суммы получатся равныя. 

3.— Если отз равныль величии отнять поровну, то и 
остатки получатся равныя. 

4.— Если равныя величины умножать на равиыя, то и 
произведеня получатся равныя. 

5. Если равныя величины раздълить на равныя, то и 
частиыя получатся равныя. 

6.— Цълое больше, чьмз каждая изз ео частей. 

7— Одинаковыя степени или одинаковые корни отз рав- 
ныхз величииз равны. 

Эти освященныя временемъь «обпия понятя» составляють 
основу теоретической ариометики. На нихъ же обосновываютъ 
точно также и алгебраическя разсужденя. 

Но въ высшей степени необходимо относительно этихъ 
акстомъ сдфлаль соотвфтствуюнщия поясневя и оговорки, когла мы 
распространяемъ ихъ и па область алгебраическихъ количествъ. 
Обобщене свойственно математикЪ. Когда мы обобщаемъ, мы 
отбрасываемъ всЪ ограниченя, которыя были раньше устано- 
влены, пли подразум$вались. Предположеше, вЪриое съ прежде 
бывшими ограниченями, безъ нихъ можеть быть вфрно п 
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невфрно. Пояснимъ примфромъ: при переходЪ отъ геометрии 
двухь измфренй (планиметря) къ геометуи трехъ измфре- 
ый (стереометря) приходится отбросить то ограничене, кото- 
рое необходимо подразум$валось въ геометрит на плоскости, — 
а именно, что всЪ разематриваемыя фигуры лежать въ пло- 
скости нашего чертежа, или доски, на которой фигуры изобра- 
жены (за исключешемъ, конечно, того случая, когда мы мы- 
сленно переворачиваемъ фигуры для наложеня ихъ одну на 
другую). Н%которыя изъ теоремъ, вфрпыя для геометри на 
плоскости, безь всякихъ измфнешй переходятъь и въ стереомет- 
рю, а друйя—нЪть. Сравните въ этомъ отношения, хотя бы, 
двф тавихъ теоремы планиметрии: 1) черезъь точку, данную 
внтъ взятой прямой, можно на эту прямую опустить только 
одинз перпендикуляръ и 2) изь точки, взятой на данной пря- 
мой, можно къ этой прямой возетавить только одине перпенди- 
куляръ. Первая изъ этихъ теоремъ безо всякихъ оговорок 
приложима и къ геометрш въ пространств, а вторая— н%тъ. 

Для второго, еще болФе яркаго, примфра обратимся къ во- 
просу (см. стр. 115): можеть ли быть число разложено на бол%е 
чЪмь одну группу первоначальныхъ множителей? 

Нътз!—отвфлять вамъ, если подъ множителями подразу- 
мфвать обыкновенныя ариометическя числа. 

Да!-—съ неменыпшимъ правомъ отвфтитъь другой, —если въ 
поняте о числф включить и комплексныя (такъ называемыя 
«мнимыя») количества. 

Въ первомъ случа число 26, напримЪръь, разлагается 
на первоначальные множители только единственнымъ путемъ: 
26 =2Х 13; а во второмъ: 


26 =2Ж18=6--У—16-И-\. 


'Такихъ примфровъ, вирочемъ, можно привести очень много, 
и вь настоящей книг намъ приходилось и придется сь ними 
встрЪчаться не разъ. 


Такимъ образомъ, мы можемъ всегда ожидать, что аксюмы 
ариеметики могуть нуждалься въ нфкоторыхъ видоизмненяхъ 
или дополневяхъ, если попробовать ихъ распространить на 


В'Ъ ЦАРОТВЪ СМЕКАЛКИ. 9 
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область алгебраическихь количествь. И это мы находимъ на 
самомъ дЪфлЪ. Въ сожалфню, мы не всегда замчаемъ, что бы 
авторы учебниковь обращали внимане своихъ читалелей на 
подобныя видоизм$нешя иныхь аксомъ, пли даже, чтобы они 
сами примфняли эти аксюмы съ надлежащей осторожностью. 
Между тфмь мы прежде всего должны требовать отъ научной 
аксюмы, чтобы она была совершенно вфрна и вполнЪ соотвЪт- 
ствовала смыслу, вз котором извьстныя выражешя употре- 
бляются вз этой наук. 

Пятая, наприм®ръ, изъ вышеприведенныхь акоюмъ, или 
«акс1ома дЪФлентя», должна быть сопровождаема необходимой, 
но тфмъ не менфе рфдко встрчающейся оговоркой: ...«раздЪ- 
лить на равныя, исключая нуль». 

Безь такого ограничешя высказываемое положене далеко 
отъ акаомы. 

Въ иномъ учебникф, гдЪ приведена шестая изъ вышеука- 
занныхъ «акеюмъ», читатель на слфдующей страниц можеть 
найти такое, наприм$ръ, выражене. 


2—5 1=-3, 


гд$ <--3 есть «цфлое» или сумма». Видя, что одна изъ частей 
этого «цфаго» есть 7, иной читатель можеть искренне по- 
дивиться, какъ же это совмфщается СЪ «акс10мой», чт0 «цфлое 
больше каждой своей части». 

Въ седьмой акаомЪ одинаковыя степени и корни изъ рав- 
ныхъ количествъ равны только ариеметически. Иначе говоря — 
одинаковые дЪйствительные корни изъ равныхъ количествь 
равны при услови одинаковыхъ знаковъ. 

Употребляя въ аксом% слово «равный», не принимаемъ ли 
мы его какъ бы въ смысл <тоть самый»? Напримфрь, если 
два числа тф же самыя, что и третье число, то и первое есть 
то же число, что и второе, и т. д... 
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О приложени акчомъ къ рфшеню уравненйй. 


Иногда въ элементарныхъ руководствахъ, а тфмъ болфе въ 
объяснешяхъь иныхъ репетиторовь и даже преподавателей, 
дфло ставится такъ, что какъ будто при дФйстняхъ надъ урав- 
ненями возможно прямое, непосредственное приложенте аксюмъ. 
Возьмемъ для примфра постоянно ветр$чающееся и въ учебни- 
кахъ и въ учебной практик такое разсуждене: 


Дано уравнене 
З#--4==19. 


Вычитая изъ каждой части по 4, получимъ 
а (аксюма 3). 
ДЪля обЪ чаети на 3, получаемъ 
#=5 ........ (авеюма 6). 


И уравнеше считается рёшеннымъ безо всякихъ оговорокъ 
непоередственнымъ приложенемт, акаомъ. Но это доказываеть 
только, насколько распространены на этоть счетъ совершенно 
опеибочные или непродуманные взгляды. 

Хотя въ выполненныхь выше алгебраическихь дЪйетвяхъ 
и нфть ошибки, но ссылка для поясненя этихъ дЪйствй просто 
на аксомы можеть толкнуть ученика на ложный путь. «(Со 
спокойнымъ сердцемъ», какъ говорится, при такомъ способЪ 
разсуждешй онъ подфлить 0бф части уравненя на неизвЪетное, 
если это возможно, и не замфтитъ, что при этомъ уже теряется 
одно рЪшенте (корень) уравнешя. Точно также приложетемъ 
той или иной «акаомы» онъ можеть ввести въ вопросъ совер- 
шенно постороннее ршенте. ] 

Слфдуеть разъ и навсегда освоиться съ мыслью, что прямое, 
непосредственное примфнеше аксомъ къ рфшеню уравнений 
неприложимо,—и воть почему: 

А, —Можно, слБдуя аксюмамъ и не сд$лавъ ника- 
кой ошибки въ дЪйстыяхъ, получить, все же, нев5рный 


результатъ. 
9* 
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В. Можно нарушать аксюмы, т. е. поступать во- 
преки ихъ прямымъ указанямъ, и, все же, получить 
вЪрный результатъ. 

С.—Аксюомы по самой внутренней сущности не мо- 
гутъ прямо и непосредственно прим$няться къ уравне- 
НЯМЪ. 

Раземотримъ теперь каждое изъ высказанныхъ выше положе- 


ый отдльно. 
А. —Примюневе аксюмз и получене очцибки. 


Пусть дано 
о (1) 


Умножаемъ 00% части уравненя на х—5, получаемъ 


бое ..... акс. 4. 


Вычитаемъ изъ обфихъ частей уравневя по #— 7: 


ТЖ 8 ол акс. 8. 


ДЁЪлимь обЪф части ур-я на х— 3: 


Но найденное рушене не удовлетворяеть данному уравне- 
нию (1). Единственный корень его, какъ легко убфдиться, есть 
+—=3. Итакъ, совершенно съ виду правильно разсуждая и не 
сдЪлавь ни олной ошибки въ дЪйстыяхъ, мы пришли кь не- 
взрному рашеню. Въ чемъ же дфло? 

Недоразум$тя на этоть счеть (особенно при выяснени 
такъ называемых <малематическихь софизмовъ») настолько 
обыкновенны, что остановимся на вопросЪ подробнфе, рискуя 
даже нЪфсколько наскучить читателю. Просябдимь пройденный 
нами путь: 

Умножеше на 5—5 ввело новое ршене: 2—5, а дфле- 
не на 2—8 исключило корень 2—3. Аксюмы, приведенныя 
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въ предыдущей главз и надлежаще понятыя, исключають дЪ- 
леше на нуль. Въ этомъ мы убЪждаемся и на данпомъ при- 
МЪрЪ, такъ какъ дфлене ур-я на х—3 есть въ сущности дф- 
ленте на нуль, ибо чиело 3 удовлетворяеть ур- (есть его ко- 
рень). Говоря точнфе, все это показываеть, что при дЪйствяхь 
надъ уравнешемъ сушество вопроса состонтъ въ томь, чтобы 
значеше входящаго въ него неизвфстнаго оставалось вфрнымъ 
и неизмфннымь. Необходимость квалифицировать аксюмы при- 
мЪнительно къ этому требовантю выдвигаеть важное начало 
эквивалентности уравнешй, или равнозначности ихъ, говоря 
но-русски. Необходимо, чтобы послф всякихъ преобразован й 
уравнешя всякое новое по виду получаемое уравнеше было 
эквивалентно (или равнозначно) данному; т. е., чтобы можно 
было съ увфренностью сказать, что вс произведенныя надъ 
уравнешемъ дЪйствья не измЪнили значеня входящихь въ него 
неизвфстныхъ, не ввели новыхъ рфшенй, или не лишили его 
прежнихъ. 

Не входя въ излишия здсь теоретическя подробности, 
приведемт, для ясности, по этому поводу нЪеколько простЪй- 
шихъ прим?ровъ. 

Если къ обфимъ частямъ даннаго уравнени прибавить или 
оть обЪихъ частей вычесть одно и то же выражение (хотя бы 
даже содержащее неизвЪстное), то это не измФнить значеня х 
въ уравнени (вновь полученное ур-е, значить, будеть экви- 
валентно, или равнозначно, данному). 

Точно также значенте 5 не измфнится, если данное ур-е умно- 
жить или раздфлить на какое либо извЪстное число, кром% нуля. 

Но если обЪ части уравнешя умножить или раздфлить на 
количество, содержащее неизвФстное, то вновь полученное ур-е 
будеть, вообще говоря, не-эквивалентно данному. 

Если бы посл высказанныхъ здёсь замфчанЙ у читателя 
остались еще кавя-либо сомнфыя и возражешя, то мы про- 
сили бы его внимательно заняться началомть эквивалентности 
по лучпгимъ учебникамь и руководствамъ, съ одной стороны, и 
дЪфйстиямп надъ уравнешями съ другой. Тогда онъ быстро 
УбЪфдитея, что къ вопросу объ уравнешяхь нельзя подходить 
прямо съ однЪми аксюмами. 
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Необходимо оговориться также, что все предыдущее ни- 
сколько не посягаетъ на правильность и незыблемость акаюмь,— 
оно возражаеть только противъ ихъ примненя тамъ, гдЪ онЪ 
прямо непримфнимы. 

Иной можетъ возразить, что мы искусственно нагромоздили 
прямое примфнене акоомъ къ рфшеню уравневя (1) въ слу- 
чаз А, и что никто не сталъ бы р%№шать такъ это простое 
уравиене. Въ этомз ур-шт (1) рЪшеве, дйствительно, само 
бросается въ глаза, и каждый, пожалуй, скажетть его, просто 
взглянув на ур-е. Но станеть ли кто возражать, что въ гро- 
мадномъ болышинств$ случаевь сложныя ур-я учениками р\%- 
шаются именно так, какъ мы это привели выше сь ур-емъ 
(1). Простой же и наглядный прим$ръ выбранъ здфеь для того, 
чтобы уб%дительнфе привести къ нелфиости (”едисво а@ аб- 
зит4ит) ложь основного положенйя. 


В. — Нарушеше аксомзь и впрный результатг. 


Чтобы избЪжаль возраженя, что нарушешемъ одновременно 
двухъ или болфе акаомъ мы какъ-либо уравниваемъ допущен- 
ную ошибку, возьмемъ примфръ, гдЪ поступимъ вопреки пря- 
мымъ указантямъ только одной аксюмы. 


#—1=2 ...... м: | 


Прибавимъ 10 только кз первой части этого ур-я. Та- 
кимъ о0бразомъ, мы самымъ грубымъ образомь нарушаемъ 
предписане ‹аксюмы сложеня» и получаемтъ 


И. р | 
Помножаемъ 0бЪ части ур-я на #— 3: 
2 61—21=21—6 ... (3) акс. 4. 


Вычитаемъ изъ обфихъ частей ур-я по 2% — 6: 
Е -21ы0. о... (4) акс. 3. 
ДЪлимъ 06% части на х- 7: 


А Е (5) акс. 5. 
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Прибавляя къ обфимъ частямъ по 8, имфемъ 
ЕН оса в а акс. 2. 


Полученное рёшеве 3 есть вюрный корень даннаго ур-я 
(1), несмотря на то, что нами допущено единственное грубое 
противорфще противьъ аксюмы 2-й, которое не могло быть 
уравновЪшено неправильнымъ приложенемь какой-либо другой 
аксюмы, ибо въ остальномъ мы прямо и точно прилагали ‹ак- 
сомы». Изь предыдущаго (А) уже ясно, что невфрнымъ пони- 
мантемь приложешя аксюмъ мы получили залЪмъ здесь ур-я 
(3) и (5) неэквивалентныя данному, а потому и получили та- 
кой «неожиданный» результать. 


С. — Аксомы по самой своей сущности не имтютз прямоо 
отношеня кз уравненаямз. 


Аксюма, говорить: если къ равнымъ величинамъ прибавить 
равныя и т. д., то и результаты будуть равны. Вопросъ же, 
преслФдуемый разрфшенемъ уравненгя, состоить въ томъ: для 
какою значевя х объ части уряя будуть равны. Такимъ 0б- 
разомъ, если къ одной части уравнешя придать нфкоторую ве- 
личину, не придавая ея къ другой; то, все же, для нкото- 
раю значешя т, хотя бы и новаго, въ результат получится 
равенство. 

Ариеметика, имфя дфло съ обыкновенными числами, стре- 
мится только узнать, что извЪстное получаемое въ результат 
число равно извфстному другому. Но алгебра, имЪя дЪло съ 
уравнентями (условными равенствами) желаеть знать, ри ка- 
ких условялз данныя выражешя представляють одни и тЪ 
же числа, другими словами, для какихъ значен!й неизвфстнаго 
данное уравневше вЪрно. 

Въ отдфлЪ В настоящей главы возражене противъ уравне- 
тя (2) состоить не въ томъ, что первая часть его не равна 
второй (онф «равны» настолько же, насколько и обЪ части пер- 
ваго даннаго ур-я), но въ томъ, что обф его части не равны 
для тою же значеня х, какъ и въ ур-м (1). Словомъ, ур-е 
(1) неэквивалентно (2). 
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. Вообще, пзучеше и выводъ принципа эквивалентности мо- 
жетъ многое дать въ смыслЪ математическаго развития каждому 
желающему поработать въ области математики. Прежде всего 
какъ видимъ, это натолкнеть его на надлежащее приложеше ак- 
сюмъ. Въ примБненш къ уравнешямъ, напр., акаюмы играють 
роль только при выводахъ и доказательствахъ начала эквива- 
лентности. Прямое же приложеше ихъ къ рёшентю уравненй 
есть заблужденте, котораго слФдуетъ всячески избЪгать. 


Провфрка р$шеня уравневя, 


Весьма часто учантеся <доказываютз» правильность ршенея 
какого-либо уравнен1я такимъ путемъ. Найденную величину для 
неизвЪстнаго подетавляють въ 06$ части даннаго уравпешя, за- 
тфмъ надъ обЪими частями полученнаго выраженя прод$лываютъ 
указанныя знаками дЪйстыя и, получивъ числовое тождество, 
смЪло говорять: «что и требовалось доказать», хотя... пепри- 
годность подобнаго «доказательства» можно въ свою очередь 
доказать на примфрахъ, гдЪ получаемая нелфпость прямо бьегь 
въ глаза. 

Возьмемъ такой примЪръ: 


1-- Уз 2=1— И 12—#...... @ 
И, рёшая его такъ, какъ обыкновенно это дфлается, по- 
лучаемъ: 


У =—Ув-&....... ® 

о 
2%= 10; 
&=65. 


Найденное значене для х подставимъ въ данное уравне- 
ше (1) и <докажемъ» правильность рфшенля: 
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Казалось бы, все обстонть благополучно, хотя на самомъ 
ДЪлЪ не трудно видфть, что если мы въ уравнеше (1) подста- 
вимъ вмЪсто д число 5 и приведемъ 00% части къ простЪйшему 
виду, то получается для первой части 1 -- УТ, а для второй: 
1—УТ, — числа явмо неравныя другъ другу, а потому, слж- 
довательно, 5 не есть корень даннаго уравненя, чтобы ни утвер- 
ждала приведенная нами выше «проврка». 

Корень 5 былъ незамфтно введенъ въ уравненте, когда 06% 
его части возвышались въ квадратъ. Другими словами, — корень 5 
удовлетворяеть уравневю (3), но никакъ не (1) и не (2). Но 
если бы въ какомъ либо изъ уравневй (1), или (2) изм нить 
знакъ, то получилось бы уравнеше, удовлетворяющееся р шенемъ 
д—==5; а именно: 


1+ У 2=1--у18— 2. 


Итакъ, необходимо всегда помнить, что если рацюнальное 
уравнене получается изъ прращональнаго путемъ возвышен1я въ 
степень, то существуеть всегда другое иррацтональное уравнеше, 
отличающееся отъ даннаго только знакомъ какого-либо члена 
пли членовъ, и изъ котораго также можно получить то же са- 
мое рацюнальное уравнеше. 


Софистическая каррикатура. 


Разобранный нами выше неправильный методъ «доказа- 
тельства» вфрности рЪшен!я уравнентя можно свести къ довольно 
извфстному, хотя и грубому логическому софизму, стремяще- 
муся «доказать», что веякое математическое хЪйстые можно 
свести на что угодно. 

Доказать, что 5 = 1. 


Вычитая изъ каждой части по 8, находимъ: 2=— 9. 
Возвышая въ квадратъ 00% части: 4 — 4. 
Итакъ 5 =1|.. 
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Неправильные отвфты. 


`Въ учебникахъ и задачникахъ по алгебрЪ нерФдко можно 
встр®тить уравнеше такого вида: 


2-5 —Уз2Е5=6, 


й ВЪ «отвфтахъ», гдф приведены р»шешя задачъ, кратко со- 
общается, что корни этого уравненя суть «4, или —1>. Это не- 
вЪрно. Рёшеше даннаго уравненйя есть 4, а— 1 не есть рЪ- 
шене. Кл, несчастью, подобнаго рода задачи безъ надлежащихъ 
разъясневй встрЪфчаются чаще, чЪмъ слфдуеть. 


ИХ 


АЯ 


Алгебраичесяе софизмы, 


Какой-то острякъ увфрялъ, что во всей литератур суще- 
ствуеть на самомъ дфлЪ только небольшое число основныхъ 
остроть или анекдотовъ, но со многими видоизмненями. Онъ 
пытался даже дать классификацию остроумныхъ изреченй, сводя 
ихъ къ небольшой таблиц типичныхъ примфровъ. Другой остро- 
умецъ уменьшаль и это число типовъ, сведя ихъ, если не оши- 
баемся, всего къ тремъ. Въ свою очередь нашелея еще и трет, 
чоторый сдфлалъ поелднй шагъ и заявилъ, что ничего подоб- 
наго нЪтъ, что остротъ, или шутокъ, вообще говоря, не суще- 
ствуеть. УспФлъ ли этоть послфдшй дЪйствительно исключить 
поняте объ остроумш, какъ таковомъ, или же къ огромному 
запасу старыхъ остротъ онъ прибавиль еще одну, — это, конечно, 
зависить оть взгляда на предметъ. 

Въ настоящей главЪ мы, все же, сдфлаемъ попытку если 
не классифицироваль, то до нЪкоторой степени освфтить хотя 
бы н$фкоторые изъ наиболфе роспространенныхт алгебраическихъ, 
такъ называемыхъ, «софизмовъ» или парадоксовъ. При этомъ 
мы имфемъ въ виду не хитроумное запутываюе вопросовъ, но 
скорЪе наоборотъ,—разборъ извЪетныхъ типовъ этого рода за- 
дачъ подъ рискомъ даже въ значительной степени лишить ихъ 
присущей имъ «таинственности»... Софизмы подобны привид?- 
нямъ, —они не выносятт свфта. Анализъ гибеленъ для извЪет- 
наго рода вопросовъ. 
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О т5хъ влассахъ, или подклассахъ, общихъ логическихь 
ошибокъ, которые приводить въ своей «Логик%з» Аристотель и 
которыя зависятъ оть неправильныхъ построений силлогизмовъ, — 
въ случаяхъ .математическихь софизмовъ приходится говорить 
мало. НаиболЪе часто въ софизмахъ, разсматриваемыхъ нами, 
изъ этихъ ошибокъ встрЪчается та, которая зависить отъ не- 
правильнаго построешя или употребленя такъ называемой ма- 
лой посылки. Въ математик подобное логическое противорзще 
прикрывается незамтнымъ для новичка допущенемъ н%кото- 
раго обралнаго, съ виду очевиднаго, предложен1я, или же при- 
мЪнешемъ процесса математическихь дЪйствей, который кажется 
неоспоримымъ, каково бы ни было его приложеше по существу. 
Возьмемъ хотя бы такой примфръ: 

Пусть с будеть среднее ариеметическое между двумя не- 


а--Ь 
равными числами а и 6, т.е. с = В И, слфдовательно: 


= 


Е в И. 
(а--6) (а =2с(а— 5); 


а? — 62 —2а 6—2 65; 


Отсюда, 


Перенеся члены, имфемъ: 
а? — 2ав = —24с. 


Придавая къ обЪимъ частямъ равенства по с; 


о 
Отсюда 
(а — с) = (6—6); 
или 
м. 
Слфдовательно, 
= 


А между тЪмъ было дано, что аи неравны! Въ чемъ же 
дфло2 

Конечно, обЪ части равенства (3) ариометически равны, по 
знаки-то этихъ чиселъ противоположны; такъ что равны только 
ихъ квадраты (2). Допускаемая здесь ошибка настолько оче- 
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видна, что, казалось бы, не стоило объ ней и говорить, если 
бы въ томъ или иномъ видф на ней не строились весьма мно- 
пе такъ называемые математичесые «софизмы». 


Указывая въ предыдущей главф на ошибочные приемы про- 
вфрки правильности рфшеня уравневй, мы привели тамъ дру- 
гой примЪръ получаемаго, якобы математически, абсурда. По- 
ставимъ теперь вопросъ на обще-логическую почву, и мы тот- 
часъ найдемъ источникъ всЪхъ нашихъь ложныхъ выводовъ. 
Въ сущности. мы строимъ неправильные силлогизмы, подобные 
нижесл$дующимъ, которые нарочно приводимъ параллельно въ 
рядомъ стоящихь колоннахъ: 


Два равныхъ числа имфютъ 
равные квадраты. 


Птица, — животное. 


Эти два числа имЪютъ раз- 


— животное. 
Лошадь — животное ные квадраты. 


Сл$д.: Лошадь есть птица. СлЪд.: Эти два числа равны. 


По поводу каждаго изъ этихъ неправильныхъ логическихь 
построевй съ полнымъ правомъ можно привести и два таких 
параллельныхь замфчаня: 


Даже малоразвитой человЪкъ 
будетъ издваться надъ такимъ 
заключенемъ, ибо оно нелЪло; 
но тоть же человЪкъ не за- 
мЪтить пногла подобной же 
ошибки въ устахъ, напримръ, 
политическаго оратора, — осо- 
бенно своей парти. 


Каждый«первокурсникъ»выс- 
шей школы посмфется всяюй 
разъ, какъ получается нелФпое 
заключене; и онъ же съ лег- 
кимъ сердцемъ готовъ прими- 
риться съ ошибочными методами 
проврки ршешй, указанными 
въ предыдущей глав. 


Въ случаяхъ, когда приходится имфть дЪло съ квадратными 


корнями, подмЪтить ошибку иногда не такъ-то легко. По об- 
щему соглашению о знакахъ, если нфть особой оговорки, — 
передь у подразум?вается знакъ --. Сообразно еъ этимъ для 
положительныхъь четныхъ или дфйствительныхь нечетныхъ 
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корней вЪрно, что «одинаковые корни изъ равныхъ количествъ 
равны»; и отсюда, 


з яз ЕО о: 

Уа5 =УаУ6. 
Но если аи отрицательны, а и—четно, то этого тождества 
уже не существуеть, и, принимая его, мы приходимъ къ абсурду: 


У-- Пс 9=У—У-Е 
Ут=(У— 1}; 


а__ Уа 


Или же, принимая, что уз для всякихъ значешй 


буквъ, мы, казалось бы, можемъ написать сл6дующее тождество 
(ибо каждая часть его = У— 1}: 


Отеюда 


Освобождая отъ дройбей: 
(УГ =(У— 1} 
1—=— 1. 


ИЛИ 


Эти ‹«обманы по несчастью», гдЪ, отправляясь оть общаго 
правила, приходять къ такому спешальному случаю, когда нФко- 
торыя особыя обстоятельства дЪлаютъ это правило неприложи- 
мымъ, а также софизмы, получаемые обратнымъ путемъ, извЪфет- 
ный математикъ Морганъ предлагалъ раздЪлить на три разряда, 
относя ихъ всф въ область «псевло-алгебры». По общему правилу, 
напримЪръ, равныя величины, раздфленныя на равныя, дають 
и равныя частныя. Но это правило теряеть свою силу, если 
равные дфлители являются въ видф нуля. Приложеше общаго 
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правила къ этому спещальному случаю даегъ весьма большое 
число весьма распространенныхъ математическихъ софизмовъ. 
Такъ, имфемъ тождество: 


=. 


Первую часть его представимъ какъ произведенше суммы на, 
разность, а во второй вынесемь общаго множителя; получимъ 


(#2) @6 =#@—9........ (1) 
Сокращая на х—45, получимъ: 
ЕЯ. .....: (2) 
ИЛИ 
2%—=4, 
те 
о о кн (8) 


Абсурдъ получилея потому, что, дфля на 0 тождество (1), 
мы обратили его въ ур-е (2), которое удовлетворяется только 
корнемъ 1 —=0. Дфля же (2) нах, мы и получаем нелтьпость (3). 


Воть еще примфръ: 


Пусть 
2—1 
Тогда, 
Е 
И 
Е Ы || 
ДЪля на х— 1: 


#-1=1. 
Но такт, какъ по положеню х=1, 


то, подетавляя, получаемъ 2=1. 


Употреблене расходящихся безконечныхь рядовь даеть 
друме многочисленные образцы математическихь софизмовъ, 
секретъ которыхъ состоить въ томъ, что молчаливо принимается 
за вЪрное для вефхь рядовъ нфчто такое, что на самомъ дфлЪ 
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вЪрно только для сходящагося ряда. Такъ называемый «гармо- 
ничесвй рядъ» употребляется съ этой цЪлью особенно часто. 


И 1 
АЕ --- 
Разобьемъ этотъ рядъ на группы членовъ такъ: 
1 м | Аж. 
и (а) (нентнв + 
1 1 
+(5+ ... веего 8 член, = (7- ... всего 16 член. )-. в 


1 
Каждая заключенная въ скобки группа членовъ больше э- 


СлЪдовательно, сумма и первыхъ членовъ ряда возрастаеть 
безгранично при безграничномъ возрастанти я. Итакъ, сумма, 
членовъ ряда безконечна. Рядъ есть расходящийся. Но если въ 
этомъ ряду знаки -|- и — поперемЁнно чередуются, то, какъ 
извфстно, рядъ 


Е 
- РЗ тив а 


есть сходящся и сумма его равна 10°9. Запомнивъ это, не 
трудно будеть разобраться въ такомъ «софизм», гдф отпра- 
вляются отъ этого ряда, выражающаго 105 2. 


к 
о 


= (чечня +...) бнаена+..)= 

[чан +++.) о 

Че...) = (онучучначнь +.) (+ 
+...) =0 


Но ю51 также — 0, значить 52 = 1001 = 0. 
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ВыЪсто двухъ послфднихь скобокъ мы могли бы написать 
знаки безконечности со и вычесть: со — со==0. 

Безконечность и О для творца математическихь софизмовъ, 
вфдь, тоже «количества»>|.. 


Молчаливо допуская, что всякое дЪйствительное число иметь 
логариемъ, и что онъ подчиняется тЪмъ же законамъ, что и 
логариемы ариеметическихь чиселъ, можно создать новый типъ 


софизмовъ: 
([—1}—1. 


Такъ какь логариемы равныхъ величинъ равны, то: 
2105 (— 1) =1051==0. 
Итакъ 108 (— 1) =0. 
А также 105 (— 1) =1051. 
Значитъ — 1 = 1... 


Идея о софизмахъ этого поелФдняго типа была посфяна 
знаменитымь Иваномъ Бернулли. 


Дадимъ еще и такой образецъ софизма: 


1 
Если взять дробь р? © она, какъ извЪстно, возрастаетъ съ 
уменьшентемъ знаменателя. 
Поэтому, такъ какъ рядъ 5,8. 1—1—3,—5 есть рядъ 
убываюцщий, то рядъ вида 
ЕТ Т 1 
И ОЕ 
есть возрастающий рядъ. Но въ возрастающемъ ряду каждый 
послфдуюцщий членъ больше предыпущаго,— значитъ: 
1 
3 
Воть поистинф нежиданный результать! Выходить, что мы 
«доказали» будто 
и 


и. 


1 1 
>в; 1>„—1>Ь ит. д... 


ВЪ”ЦАРОТВВ ОМЕКАЛКИ. 10 
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Закончимъ настоящую главу общимъ замфчатемъ, что здравое 
и правильное разсуждене, все же, не въ силахь совершенно 
‘убить ни чисто формальныхъ, логическихъ, ни математическихъ 
софизмовъ. Таково ужь свойство человфческаго ума. Но что же 
изъ этого? Если существуетъ, напримфръ, поддЪльная монета, 
то это вфль не значить, что подлинная не имфетъь никакой 
цфнности. Изученте поддфлки, наоборотъ, можеть научить насъ въ 
будущемъ различаль всякую фальшь, какъ бы тонко и хитро 
намъ ее ни преподносили. Разборъ всякаго рода фальши и логи- 
ческихъ подтасовокъ можеть въ такомъ случаЪ быть предметомъ 
не только прятныхъ, но и полезныхъ развлечен!й. 


Задача 59-я. 


Опровергнуть софизмъ: 
Возьмемъ тождество 


25 25 
а а. 
которое можно представить въ видЪ | 
5\- ВА 
(2—3) =(#—5). 
Извлекая изъ обфихъ частей квадратный корень, имфемъ 
8—5 =3— <. 
5 
Прибавляя къ обфимъ частямъ по р. имЗемъ: 


2—3. 


Задача, 60-я. 


Опровергнуть софизмъ: 


Очевидно, что 
1/1 
5) 7\> 
Логариемируя 06% части, получаемъ 


1 1 
2185 > 3 [© 5- 
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1 
ДЪля обЪ части на одно и то же количество 85, получаемъ: 


29 


Задача, 61-я. 
ДФлежъ верблюдовъ, 


Старикъ арабъ, имфвиий трехъ сыновей, распоря- 
дился, чтобы они послЪ его смерти полфлили принадле- 
жжащее ему стало верблюдовъ такъ, чтобы старний взялъ 
половину всЪхъ верблюдовъ, среднйй—треть и младиий— 
девятую часть всфхъ верблюдовъ. Старикъ умеръ и оста- 
вилъ 17 верблюдовъ. Сыновья начали дфлежъ, но ока- 
залось, что число 17 не дЪлится ни на2, ни на 3, ни 
на 9. Въ недоум$нм, какъ быть, братья обратились къ 
шейху (старшина племени). Тотъ прЕБхалъ къ нимъ на 
собственномъ верблюд$ и раздЪлилъ по завёщаню. Какъ 


онъ это сдЪлалъ? 
„Рьшен1е. 


Шейхь пустился на уловку. Онъ прибавиль къ стаду на 
время своего верблюда, тогда стало 18 верблюдовъ. Раздливъ 
это число, какъ сказано въ завфщанш, тейхь взялъ своего вер- 
блюда обратно; и получилось: 


1 ы 

У старшаго брата 5..... 9 верблюд., 
1 

У средняго брата 5... .. 6 > 
1 

У младшаго брала +-..... 2 > 
Всего... 17 верблюд. 


у 


Замьчане. Задача представляеть р пы“ со- 


физма. Слфдуетъ замЪтить, что сумма -5- 5 а о т. е. 


= 
ие равна единицЪ. Но отношене ие чиселъ 9, би2 равно 
р 
> Ио 


у 10* 


отношению дробей —-, 


"” Положительныя и отрицательныя числа, 


Говорить объ ариеметическомъ числ, какъ о положитель- 
номъ,— до сихъ поръ еще составляеть такое распространенное 
и общее заблуждене, что всегда полезно вносить на этоть счеть 
соотвЪтетвующия поправки. Числа, съ которыми мы оперируемъ 
въ ариеметикЪ, нельзя назвать ни положительными, ни отрица- 
тельными. Это числа, если можно такъ выразиться, не имююийя 
знака. Отрицательныя числа появились не поздн®е положитель- 
ныхЪъ, какъ иные ошибочно говорятъ, смышивая двЪ разныхъ 
вещи; и т$ и друмя числа въ одно и то же время одинаково 
лежать въ поняти какъ отдЪльной личности, такъ и народа, 
вообще. На какомъ основани мы можемъ утверждать, говоря 
о двухъ прямо иротивоположныхь вещахъ, что идея объ одной 
сдфлалась принадлежностью человЪческаго ума раньте, чмъ 
идея о другой; или же говорить, что первое яснфе, чЪмь вто- 
рое? Выражешя «положительный» и «отрицательный» соотно- 
сительны (коррелятивны), и ни одного изъ нихъ нельзя упо- 
требить, не вспомнивт о другомъ. 

Хорошимъ упражненемъ для развития яснаго пониман1я тхъ 
соотношен]й. которыя существуютъ между положительными, отри- 
цательными и ариометическими числами, служить разсмотрЪне 
соотвфтствя между положительнымъ и отрицательнымь рЪше- 
нтемъ уравнешя и ариометическимъь рфшентемъ залачи, давптей 
начало уравненю, въ связи съ вопросомъ, благодаря какимъ 
начальнымъ предположенямъ получится это соотвфтетве. 
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Для нагляднаго выяспешя соотношешй, существующихъ 
между положительнымь, отрицалельнымь и ариеметическимъ 
числомъ, быть можеть, нЪтъ лучше прибора, чфиъ вфсы. Этоть 
приборъ прежде всего наилучше выясняеть ту прямую ярот- 
воположность, которая существуеть между положительнымъ и 
отрицательнымъ числомъ. Такъ, тяжесть, находящаяся, скажемъ, 
на положительной чашкЪ вЪфсовъ, уравновЪшиваеть то напря- 
женте притяженя, которое оказываеть равная по масс тяжесть, 
положенная на другую чашку вЪсовъ. Двф тяжести на противо- 
положныхъ чашкахь вфеовъ имфють равныя массы, равно какъ 
и два числа, выражаюцщия эти тяжести, имфютъ одинаковое 
ариометическое значенте. 

Несчастливое выражене «меньше, чфмъ ничто» (пущенное 
въ обороть Штифелемъ), попытка разсматривать отрицательныя 
числа отдфльно отъ положительныхъ, «изучене» отрицательныхъ 
чисель позднфе положительныхь, а также назваше «фиктив- 
ныхъ», придаваемое прежде отрицалельнымъ числамъ,— все это 
кажется теперь довольно страннымъ. Но только теперь, посл 
того, какъ ясно усвоено истинное значене положительныхъ и 
отрицательныхъ чиселъ, какъ величинъ прямо противоположныхъ 
по значентю. Ташя поясненя, какъ числа дебета и кредита въ 
бухгалтер, или же показаня термометра выше и ниже нуля, 
также могутъь до нЪкоторой степени способствовать полнот% 
пониманя о противоположности положительныхъ и отрицатель- 
ныхъ чиселъ. 

Объ иллюстращи положительныхь и отрицательныхь чиселъ 
съ помощью прямой лиши см. главу «Наглядное представлеше 
комплексныхъ чиселъ». 

ЭдЪсь, пожалуй, кстати будеть привести и небольшую исто- 
рическую справку изъ Вайори (Незюгу оЁ ЕЧететщату Майе- 
тайсз) объ отрицательныхъ числахъ: «Отрицательныя числа 
казались «абсурдомъ» или «фикщей» такъ долго, что математики 
пе наталкивались даже на ихъ наглядное или графическое пред- 
ставлене... Впрочемъ, если изгнать всякое наглядное представле- 
ше посредетвомъ лин, или термометра, то отрицательныя числа 
и нынфшнему учащемуся могли бы показаться такимъ же аб- 
сурдомъ, какимъ они казались прежнимъ алгебраистамъ». 


` 150 


Задача, 62-я. 
Два общихъ наибольшихь дБлителя. 
Лопустимъ, что дано два количества 
ми а—-х; 


и затЪфмъ на вопросъ объ ихъ О. И. Д. (общемъ наи- 
болыпемъ дЪлителЪ) одинъ отвЪтилть, что О. Н. Д.этихъ 
количествъ есть х—@, а другой, что такой дБлитель 
есть а—х. Спрашивается: кто правъ? 


Ршене. 


Оба отвЪта правильны. Слфдуеть только, чтобы отвфчающий 
правильно понялъ и обсудилъ вопросъ, такъ какъ въ налич- . 
ности 9вухё О. Н. Д. нфтъ ничего страннаго. Если бы коли- 
чества были предложены въ форм 23— 43 и 2?— а?, то отвЪ- 
чающий, естественио, сказалъ бы, что О. Н.Д. ихъ есть х—а, 
и, пожалуй, иной настаивать бы, что существуеть только онъ 
одинъ. Но не трудно видЪть, что а— есть тоже общий дЪли- 
тель и такого же порядка, какъ и 2—4. 

Быть можеть, замфтимъ здесь кстати, слдовало бы при 
изучени элементарной алгебры обращать почаще внимаше на 
10, что всяй рядъ алгебраическихъь выраженйй можеть имЪфть 
два общихь наибольииз дълителя, равныхъ по величинЪ, но 
противоположныхъ по знаку. 

Такъ какъ слово «наиболышй» обозначаеть превосходную 
степень, то математику въ данномъ случаЪ приходится изви- 
няться предъ филологомъ за прегршене противъ синтаксиса 
языка. 

Въ самомъ дфлЪ, какой солецизмъ.. Два наибольших... 

Примпчияие. Все сказанное объ О. Н. Д. можно, очевидно, 
съ такимъ же основашемъ отнести и къ общему наименьшему 
кратному. Такъ что съ алгебранческой точки зр$нёя совершенно 
естественно говорить о 0625 О. Н. В. 


*. 
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Наглядное изображение комплеконыхЪ чиселъ. 


Возьмемъ отр$зокъ прямой ОЁ длиной въ одну единицу, 
направленный вправо оть О (фиг. 86) и примемъ. его за -|- 2; 
тогда — 1 изображается отрЁзкомъ 07, той же прямой, равнымъ 
ОВ, по направленнымъ влЪво оть О. Вообще говоря, -- а изо- 
бразится лишей въ а едипиць длины и наиравлепной вправо 
оть 0, и а лишей же въ а единнцъ длины, но направлен- 
ной влЪво оть О. Таково простёйшее и наиболЪе извЪстное 
приложеше прямой линш, которое и 
даеть намъ геометрическое изобра- 
жене такъ называемыхь дъйстви- 
тельныхз (положительныхт, и отри- 
цательныхъ) чиселъ. Подобное при- 


: а 
ложеше прямой для геометриче- у 
скаго изображешя чисеть разнаго 
знака было, какъ оказывается, из- 
вЪетно еще древнимъ индусамт, 
но намъ неизвЪстны случаи иодоб- р 
Фиг. 86. 


наго примфнешя въ Европ до 
1629, когда въ сочиневи «ТуепНоп МоцуеНе еп РАвёге» 
даль его Альберть Жираръ. 

Представимъ теперь себЪ, что направленная въ положитель- 
ную сторону въ единицу длины лия ОЁ вращается около О, 
какъ центра, въ направлен, принятомъ за положительное 
(противоложно движеню часовой стрФлки) п изъ положешя 
ОВ (-|- 1) приходить въ положеше ОД (— 1), описавъ при этом 
два прямыхь угла. Такимъ образомъ круговому вращен!ю л0л0- 
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жительной единицы длины ОВ на два прямыхъ угла, когда 
она приигимаетъ прямо противоположное направлеше 0. соотв т- 
ствуеть измфнеше при единиц? знака: оть --1 мы переходимъ 
къ — 1. Но тоть же результать получится, если мы положи- 
тельную единицу умножимъ дважды на миожитель -У—1 
(как извёстпо, У/— 1. | —— 1). Итакъ, круговому пере- 
мфщеню прямой на каждый прямой уголь соотвЪтствуеть въ 
данномъ случаЪ мпожитель У— 1. Слфдовательно, когда, лишя 
ОЕ приметъь направлеше ОО (вверхё и перпендикулярно къ 
ОЕ), то она изобразияея чиеломь -- ИТ. Подобнымъ же 
образомъ, продолжая вращене прямой въ томъ же направлеши, 
мы видимъ, что изъ положешя ОГ (—1), она черезъь иоложе- 
ше ОР нриходить опять вь положене ОВ (-- 1), описавъ еще 
два прямыхь угла. Аналитическн то же получится, если мы 
—1 дважды умножимь на — У— 1; такь что множитель \ 
= И соотв®тствуеть вращеню ОХ на прямой уголь къ 
положено ОШ, и эту послёднюю липо (перпендикуляръ къ 
ОТ, направленный внзз), мы и должны обозначить числомъ 
— И 1. 

Итакъ, если разстояня, отечитываемыя вправо, мы будемъ 
брать съ знакомъ --, то разстоянмя влЪфво должны быть со зна- 
комъ —, количество же 6 У—1 "обозначить линю въ 6 еди- 
ниць длины, направленную вверуё, а количество —В УТ 
означаеть линтю въ 6 единиць длины и направленную 6#н%35. 

Количества, въ которыя входить множителемь У-— 1, но- 
сять назваше мнимых, а только что указанное геометрическое 
изображеше мнимыхъ величинъ было впервые предложено Вю- 
номь въ Актахъ С.-Петербургской Акалеми Наукъ за 1750 г. 


Для графическало изображеня комялекснаю числа, т. е. 
числа вида а--6 т. оть точки О (фиг. 87) откладываемь 
въ положительномъ направленти линю ОЛ, равную 4 единицамъ 
длины; изъ А возставляемь перпендикуляръь .4В, равный ф 
единицамъ длины и въ направлени, указываемомъ множителемъ 
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ИЕ наконецъ, проводимъ прямую ОВ. Эта послЪдняя лишя 
по величин и направлению и есть геометрическое изображеше 
комплекснаго количества а--6У — 1. Длина ОБ, равная У а? В, 
посить названте модуля взятаго нами комплекснаго числа. 


В 


[©) я А 
Фиг. 87. 


Только что указанная геометрическая интерпретаця ком- 
плексныхь количествъ была впервые предложена Жаномь Ро- 
бертомъ Арганомъ (Агкапа) изь Женевы въ 1806 году. Ояъ 
же первый въ 1814 г. употребиль и терминЪъ «модуль» въ ука- 
занпомъ выше смысл%. . 

Работы Кюна, Аргана п въ особенности датскаго ученаго 
Весселя (въ 1797 г. Академя Наукъ въ ВБопенгатен%), распро- 
-странивнгато представленше комплексныхъ количествь на гео- 
метрю въ простраиствЪ, представляють т% подготовительныя 
ступени, основываясь на которыхь въ настоящее время выросъ 
новый важный методь: «теория векторовт» (векторальный ана- 
лизъ). Во. всей полнот® и широт® вопросъ этотъ впервые охва- 
ченъ и обработанъ проф. Вильямомъ Гамильтономъ въ 1852 и 
1866 годахъ подъ именемъ «Аватерионовз». 

ВыЪсто символа У— 1 обыкновенно употребляется буква! 4. 
Обозначене это впервые было предложено Эйлеромъ. Популя- 
ризацю же ереди малематиковъ какъ этого символа, такъ и 
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работь Кюна и Аргана слфдуеть приписать «первому изъ ма- 
темаликовъ» К. Ф. Гауссу. 

Столь противоположныя по смыслу названя, какъ «дфйстви- 
тельный» и «мнимый» были впервые употреблены Декартомъ при 
изелдовани корней уравнений. Съ т%хъ поръ это слово мнимый 
такъ и осталось въ математическомъ языкЪ, несмотря на вее 
его несоотвЪтетне, какъ видимъ, съ дЪйствительнымь характе- 


ромъ количествь вида а /—1 и несмотря на попытки вве- 
сти другое болЗе соотвЪтствующее наименоваше. Здфсь, быть 
можеть, кстати будеть указать на тотъ огромный авторитеть, 
которымъ пользовался Декарть въ математическомъ мрф даже 
въ обозначеняхь и выработк® алгебраическаго языка. Первыя 
буквы азбуки для обозначеня извфстныхьъ величинъ п посл$д- 
ня для обозначеня неизвЪетныхъ, нынфшнее употребление пока- 
залелей степени, точка — для обозначеня умножентя — все это 
получило начало или окончалельно утвердилось азторитетомъ 
Декарта. 


Исторя науки и въ данномъ случа подверждаетъ правило, 
что каждое новое обобщене вопроса заключаетъь въ себЪ, какъ 
частные случаи, все то, что прежде было извЪфстно объ этомъ 
предмет$. Общая форма комплекснаго количества 


а ы 


заключаеть въ себЪ, какъ частные случаи, и «дЪйствительныя», 
й «мнимыя» количества. При 6 == 0 комплексъ а-- даеть дЪй- 
ствительную величину, при а==0 получается мнимая. Общая 
форма комплекснаго числа есть сумма дфйствительнаго и мнимахо. 

Въ 1799 году Гауссъ обнародоваль первое изъ своихъ 3-хъ 
доказательствъ, что всякое алгебраическое уравнеше имфетъ 
корень вида а-- 6. 

Уравненйя первой степени (линейныя) дають намъ возмож- 
ность разсматриваль только дЪйствительныя количества противо- 
положныхъ знаков: х--а=0 и х— а==0 удовлетворяются 
соотвтетвенно значетями —@ и |-а. Неполное квадралное 
ур-е вида 27? 4*—0 и 2?— а2—0 уже вводить въ разсмотр*- 
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н1е и чисто мнимыя количества, такъ какъ корни этихъ урав- 
ненй суть == @ и = а. Наконець, полное квадратное уравневше 


` а е=0 


даетъь для корней уравнения пару сопряженныхь комплексныхъ 
корней (т. е. два количества вида: а. 6,5 иа,— 6,2) при усло- 
вши, что 6 не равно нулю, и что выражене $*— 4ас отрица- 
тельно. Послфднее выраженте, составленное изъ коэффищентовъ 
даннаго уравнентя, (62— 4ас) носить спешальное пазванте 
дискриминанта ур-я. 

Какъ видимъ, знакомство сь мнимыми и комплексными ко- 
личествами является непосредственнымъ результатомъ простого 
алгебраическаго анализа. Но полное понимаше и надлежащая 
оцЪнка этихъ количествь невозможны до тфхь поръ, пока не 
сдфлается возможнымь наглядное и, такъ сказать, ощутимое 
изучене ихъ. Исторя вопроса и ноказываеть намъ, какъ ВЪ 
изучеме алгебры вводилось постененно графическое изображе- 
не положительныхъ, отрицательныхъ, мнимыхъ и комплексныхъ 
чиселъ. 

Подобно тому, какъ раньше съ помощью вЪфсовь мы вы- 
ясняли поняме о положительномъ и отрицательномъ количе- 
. ствЪ, можно найти много практическихь примфровъ, уясняющихъ 
комплексное и мнимое число. Такъ, напр., возьмемъ игру въ 
ножной мячь (футболь). Если силы ударовь, толкающихъ 
мячъ по направленю ОА (ем. фиг. 86), обозначить положитель- 
ными, дфйствительными числами, то силы, двигающия мячъ 
въ прямо противоположномъ направлеши, выразятся отрицатель- 
ными числами. При этомъ силы, заставляюция мячъ двигаться 
въ направлении ОС или ОГ, изобразятея мнимымъ числомъ, 
а всякая иная сила, двигающая мячъ въ любую иную сторону 
площади игры, изобразитея комплекенымъ чиеломъ. 


$ 


Правила знаковъ при алгебраическомъ умножении, 


Геометрическое объясненге. 


Равстояне паправо и вверхъ оть О (фиг. 88) условимся 
брать со знакомъ --, а разетояне налЪво и внизъ условимся 
брать со знакомь —. Выполнимь прилагаемый здусь чертежъ 
(фиг. 88) и раземотримъ полученные прямоугольники. 


Фик. 88. 


Прямоугольникь О имфеть а-6 единиць площади. Примемь, 
что это произведенте имфеть знакъ |. 

Предположимъ теперь, что СВ, оставаясь параллельной самой 
себЪ, передвигается влфво и, переходя черезь положене ОТ, 
передвинется еще лЪвЪе па а единицъ и приметь положеше 5.8». 
Основаше прямоугольника при этомъ будеть все уменьшалься, 
обратитея въ нуль и, перейдя черезь это значеше, станеть 
отрицалельнымъ. Точно также сдфлается отрицательнымъ и 
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прямоугольникъ. Значитъ произведеше — а на -Р6 станетъ 
отрицательнымъ, оно = — @6. 

Предположимъ далфе, что ТА’ передвигается внизь, оста- 
ваясь параллельной самой себЪ, и опустится на 6 единицъ ниже 
ли и 959’. Прямоугольникъ, рапыше отрицательный (со зна- 
Бомъ —), перейдетъ черезъь значене 0 и станеть теперь поло- 
жительнымъ. Итакъ, произведене — а на — 6 даеть -Ё аб. 

Путемъ подобнаго же разсужденя не трудно видфть, что 


(На) (-=— 46. 


На основани опред$леня умножения. 


Умножене есть дЪйстве, при которомъ изъ одного изъ 
двухь данныхъ чисель (множимое) мы получаемъ новое число 
(произведене) такъь, какъ другое число (множитель) получается 
изъ единицы, принятой за основную. 

Предположимъ, что даны 2 мпожителя: 4 и 3. При- 
нимая за основную единицу |1, мы видимъ, что множитель 
составленъ повторенмемъ три раза этой основной единицы: 
УРСС 1) =-Е3. По опредфленю умножешя, то же 
самое надо произвести и съ множимымъ: (-- 4) -- (-- 4)-|- (+ 4) = 
—--12, т. е. произведеше получится положительное. Разсу- 
ждая совершенно подобнымъ же образомъ, найдемъ, что произ- 
ведене —4 на +3 —=(—4) + (—4) Е (—4)=-- 12. 

Возьмемъ теперь множители |-4 и — 3. Множитель — 3 
получается опять-таки троекратнымъ сложенемъ основной едп- 
ницы, но сё измьненнымь знакомг. Поэтому, чтобы получить 
произведеше -|- 4 на — 3, ‘мы должны также взять множимое 
--4 съ измюненнымз знакомо и сложить его 3 раза. Получится 
(9+ =—12. 

Точно также при умножени —4 на — 3, мы во множи- 
момъ должны перемфнить знакъ на обратный и сложить его 
3 раза, т. е. (—4)Ж(—-3)= ЧАСА (4) =- 12. 

Такимъ образомъ для всЪхъ четырехь случаевь мы геоме- 
трически и аналитически вывели то извЪфстное правило знаковъ, 
которое часто для краткости выражають такъ: «одинаковые 
знаки дають --, а разные‘ —>. 
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Обобщене правила знаковъ. 


Выводя предыдущее правило знаковъ при умножени, мы 
приняли за основную единицу -- 1. Посмотримъ, что произой- 
деть, если за основную единицу примемь — 1. Исходя изъ 
опредзления умножен1я и разсуждая совершенно тахъ же, какъ 
въ предыдущей главф, найдемъ, что въ э70м5 случаЪ получается: 


и - 
(9х = 
(Ох =ы 
(-9хС-9=—ф12 


Разсматривая эт четыре случая, мы видимъ, что при 
основной единиц —-1 правило знаковъ будеть уже не то, что 
при основной единиц% --1, а именно: въ этомъ случаЪ при 
одинаковыхъ знакахь множителей получается —, а при раз- 
ныхъ знакахъ множителей получается -|-. 

То же самое мы могли бы получить и геометрически, но 
только тогда на фиг. 88-ой прямоугольникъ (-- а) Ж (+6) надо 
принять отрицательнымъ, т. е. равнымъ — ад. 

Но примемъ ли мы за основную единицу --1, или — 1, 
оба, правила знаковъ, выведенныя выше, можно объединить въ 
одно слфдующее: Если два множителя имтютз одинаковые 
знаки, то знакз ихь произведеня одинаков со знакомз основ- 
ной единицы; если же оба множителя имъютз разные знаки, 
то знакз ит произведеная противоположенз знаку основной 
единицы. Или, выражаясь кратко, одинаковые знаки даютъ 
знакъ одинаковый (съ основной единицей), а разные—противо- 
положный (основной единиц). 

`Если принять за основную еще какую либо иную единицу, 
то получимъ и друме законы для знаковъ — другую алгебру, 
иначе говоря. 

Умножене, какъ пропорцй. 


По опредЪлешю умноженя, произведен1е находится въ та- 
комъ же отношени къ множимому, въ какомъ множитель на- 
ходится къ основной единиц. Это равенство отношенй можно 
представить пропорщей: 
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произведене : множимое = множитель : основная единица. 
Или: 


основная единица : множитель — множимеое : произведенте. 


Постепенное обобщене умножения. 


Съ тфхь поръ, какь Лука Пачюли (въ ХУ и вь начал 
ХУТ столфя) находиль, что необходимо (и при томъ трудно) 
объяснять, почему это при перемножени правильныхъ дробей 
(въ ариометик®) получается произведеше меньшее, чёмъ мно- 
жимое, и до нашихъ дней съ современнымъ употреблешемъ 
термина «умножене» въ высшей математик, какъ видимъ, 
произошла болыпая перем$на. И этотъ математический терминъ 
<умножене» служить однимь изъ лучшихъь примровъ 0боб- 
щентя и употребленя слова совсфмъ уже не въ томъ этимоло- 
гическомъ смыслф, которое оно имЪло вначалф. 


Геометрическ1е софизмы, 


Задача 63-я. 
Иснусная починка. 


На днЪ деревяннаго судна во время плавашя слу- 
чилась прямоугольная пробоина въ 13 дюймовъ длины 
и $ дюймовъ ширины, т. е. площадь пробоины оказа- 
лась равной 13Х 5=65 квадратныхъ дюймовъ. У су- 
дового же плотника для починки нашлась только одна 
квадратная доска со стороной квадрата въ 8 дюймовъ, 
т. е. вся площадь кваДрата равнялась 8 Ж 8 = 64 квалр. 
дюймамъ (фиг. 89). Плотникъ ухитрился, однако, раз- 
рЬзать квадратъ на части и сложить эти части такт, 
что получился какъ разъ прямоугольникъ, соотвЪт- 
ствуюнщий пробоинЪ, которую онъ и задфлалъ. Вышло 
такимъ образомъ, что плотникъ владЪль секретомъ 
квадратъ въ 64 квадратныхъ единицъ м$ры обращать 
въ прямоугольникъ съ площадью въ 65 такихъ же 
квадратныхъ единицъ. Какъ это могло случиться? 


Р.шене. 


Ввадрать площадью въ 64 квадратныхъ дюйма разрЪжемъ 
на четыре части 4, ВБ, Си 0 такъ, какъ это указано сплош- 
ными линями на фиг. 89. Т. е., сначала разрфжемъ квадратъ 


ЭГ вое 


Фиг. 89. 


Фиг. 91. 


Фиг. 90. 


11 


ВЪ ЦАРОСТВЬ СМЕКАЛЕИ. 
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на два прямоугольника съ одинаковыми основашями, равными 
сторон квадрата, но высота одного прямоугольника 3, а дру- 
гого 5 дюйм. ЗатЪмь меньший прямоугольникъ раздЪлимъ на 
два равныхь треугольника, А и В, дагональю, а большй 
на дв% равныя трапеци, СО и Ш. Сложимъ велЪдъ за этимъ 
полученныя части такъ, кавъ это указано на фиг. 90, и мы 
получимъ прямоугольникъ со сторонами въ 13 и 5 дюймовъ и 
съ площадью въ 65 квадратныхь дюймовъ| 


Выходить такимъ образомъ, что мы какъ бы и въ самомъ 
дфлЪ геометрически показали, что 64 —65. Но допущенный 
въ нашихъ разсужденяхь и построеняхъ софизмъ легко по- 
ясняется фиг. 91-й. Сложивъ полученныя части квадрата, какъ 
указано рисунками, мы получаемъ, что ЕН и НС, каждая 
въ отдфльности, прямыя линш, но он% не составляють про- 
должения одна другой, т. е. одной прямой, а дають ломаную 
линю. Точно также и лишя ЕЕС’ есть тоже ломаная лини; 
и это легко доказаль. Въ самомъ дЪлЪ: 

Пусть Х обозначаеть точку, гдф прямая ЕН встрЪчается съ 
прямой СУ. Посмотримъ теперь, совпадеть ли Х съ С или нЪть? 
Изь подобныхъ треугольниковь ЕНК и ЕХУ имЪемъ 


Ху: НК= ЕЛ: К 
или 
5 


а хат 


въ то’время какъ @=5. 

Площаль полученпаго прямоугольника дЪйствительно равна 
65 кв. дюйм. но въ пей есть ромбоилальная щель ЕЕСН, 
площадь которой равна какъ разъ 1 квадр. дюйму. 

Такимъ образомъ хитрому плотнику, все равно, пришлось 
замазывать при починк% небольшую щель. Иллюзмя же сплош- 
пого прямоугольника получается велЪдетые весьма, незначитель- 
ной разницы наклоненя дтагонали прямоугольника со сторонами 
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13 и 5 кь большей сторонф и наклонешя къ большей сторон 
щагонали прямоугольника со сторонами 3 и 8. Въ самомъ дЪлЪ, 


: 5 3 
наклонешя выражаются соотв тственно числами 13 И з› Разность 


которыхъ есть: 
5 3 1 


Е Вт. 


Замтимъ кстати, что встрёчаемыя здЪсь числа 3, 5, 8, 13 
принадлежать къ ряду 


р 


въ которомъ каждый членъ получается сложенемъ двухъ непо- 
средственно предыдущихь членовъ. Этоть весьма замфчательный 
раядъ быль впервые указанъ въ ХШ вфк% математикомъ Лео- 
нардомъ Фибоначчи изь Пизы. 


Воспользуемся даннымъ геометрическимтъ парадоксомъ также 
п для того общаго замбчаня, что при разрёзывани и перело- 
жени фигурь (см. тавже 1-ю часть «Вь царствф смекалки» 
стр. 108—115) не слЪдуехь довфрять исключительно глазу, но 
необходимо подкр$илять свои дйствя и математическими дока- 
зательствами. 


Задача 64-я. 
Обобщене того же софизма. 


На прилагаемой здЪсь фиг. 92-й указано, какъ тб же четыре 
фигуры (два равныхъ треугольника и двф равныхъ трапеци), 
что и въ предыдущей задачЪ, сложить 3-мя различными способами 
и получить фиг. А, Ви С. 


Если теперь обозначимъь 2==5 и У==3, то будемъ имЪть 
для площадей полученныхъ фигуръ: 4 =63, В—=64, С= 65, 
т.е. С _В=Е и В А=1. 

Словомъ, теперь уже выходитъ, что будто бы одни и тф же 
извфстной формы куски, скажемъ, бумаги дають три площади 
различной величины, въ зависимости отъ одного только перело- 
жения! 

ты 


Фиг. 92. 


Изсл5дуемъ полученныя три фигуры алгебранчески: 
площадь А — у -|- ху у (2у — 2) =Злу 22; 
> Вау уу 
2 С (Руд, 
» С— В=- у— 
» В — А -— жи уг. 
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Изакъ, вов эти три фигуры будуть равны, если 
2 —му—у—=0, т. е., пначе говоря, если 


Е 


9 2 
СлЪдовательно, взятыя нами 3 фигуры ме мозутв быть 
равны, если 2 и у выражены оба въ рацюнальныхъ чиелахъ. 
Фиг. А и С кажутся намъ сплошными, опять таки, велфдетвте 
зрительной иллюз!и. 


Попытаемся теперь найти тЪ рашональныя значешя и у, 
которыя разницу между 4 и В, или между Ви С джлають рав- 
ной 1. Иначе говоря, надо ршить ур-е 


Я — уу ==. 


Некомыя нами рЪшенйя, какъ оказывается, заключается въ 
упомянутомъ уже пами въ предыдущей главЪ ряд Фибоначчи 


О. 3, 6,8. 1392г 35 55... 


если для у и 4 соотвфтственно браль въ этом ряду два, посл- 
довательныхъ члена. 

Эначешя у==3, 5—5 суть т%, которыя обыкновенно даются, 
какъ и въ настоящемьъ случаЪ; для нихъ мы и имЪфемъ, какъ 
указано выше, Ах В< С. 

Если взять слфдующую пару рёшешй у=5 и 2—8, ‘то 
получится А >> В>> 0, пбо вь этомъ случа А= 170, В=169, 
©4108. 


Рядъ Фибоначчи. 


Какъ видимъ изъ двухъ предшествующихь задачъ, рядъ Фи- 
боначчи 


они а.о 


гдЪ каждый послфдущуий членъ получается путемъ сложен1я двухъ 
непосредственно предыдущихь, пграеть значительную роль въ 
изслфдовани геометрическихь софизмовъ разсматриваемаго рода. 
Укажемъ еще на нфкоторыя свойства этого замфчательнаго ряда. 
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Прежде всего обратимъ внимаше на 10, что квадрать ка- 
ждаго члена этого ряда, уменьшенный па произведете двухь ря- 
домьъ обокъ (справа и слЪва) стоящихьъ возлЪ него членовъ даетъ 
поперемвнно то -- 1, то — Ё, т. е. 


Выдфляя члены, дающе — 1, начиная съ 


82 65.18—= №, 
РЗ 
66234.89 =— 1, 


мы видимъ, что парадоксы, приведенные нами выше, можно разно- 
образить сколько угодно. Такъ, вмЪето квадрата на стр въ 8 еди- 
ницъ длины можно брать квадраты со сторонами 21, 55 ит. д. 
единиць длины и получать изъ нихь парадоксальныя фигуры 
съ еще большимъ видимымъ приближетемъ. 

Точно также, если взять въ ряду Фибоначчи таве члены, что 


ре и 
ее 


то можно брать квадраты съ сторонами въ 13, 34 и т. д. еди- 
ницъ длины. Но здфсь для достиженя требуемой иллюзш лучше 
взять сначала прямоугольникъ (напр., со сторонами 8 п 21), а 
затЪмъ разрЪзать его такъ, чтобы скрываемая нами щель полу- 
чалась внутри квадрата (18 Ж 13). 


ЗамЪтимь также, что если взять проствйшую неирерывную 
дробь 
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п начать вычислять ея послБдовательныя иодходяиия, то опять 
получимъ рядъ Фибоначчи. 

Итакъ, разрЪзываме п переложеше фигуръ, подобныя ука- 
заннымъ выше, можно разсматривать, какъ геометрическое пред- 
ставлеше величины приближеня, даваемаго этой непрерывной 
дробью. 


Задача 65-я. 
Похоже, но не то. 


Софизмъ, похожий съ виду на данный раньше (задача 63), 
получится, если построить прямоугольникь со сторонами въ 13 
п 11 единиць длины (фиг. 93), разсЪчь его дагональю и сдви- 


Е 
й 

В 
1 


О 
+ 
' 
1 


= 
! 
г- - 
О 
1 
0 
-е--- 
| 
Пес 
| 
--"- 


ы 
-- 


Фиг. 98. 


нуть затЪмъ полученные треугольники по ихъ общей гипоте- 
нуз$ въ положене, указанное па фиг. 94-ой. Эта посл$дняя 
фигура по виду состопть изъ квалрала УВХЬ со сторонами 
въ 12 единиць длины, т. е. площадью въ 122 — 144 квадр. 
единицъ. Кром$ того къ этой площади надо прибавить площади 
треугольничковь РО Ёп © О, каждая величиной въ 0,5 квадр. 
единицъ. СлФфдовательно, площадь всей фиг. 9- равна 145 квадр. 
единицамъ. Но какъ же это получилось, если площадь прямоуголь- , 
ника на фиг. 93 равна только 18 Х 11 = 148 квадр. единицамъ? 
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Разсмотрь ие фигуръ, особенно если обратимъь вниман!е на 
то, какъ дагональ на фиг. 93-ой пересЪкаеть линш, докажеть 
намъ, что 7УВХЬ не есть квадрать. /Ю равна 12 единицалмь 
длины, но © Х< 12; ТХ (меньшая сторона на фиг. 94) равна, 
11 един., п ЭТ<1 (см. 5Т на фиг. 94). Съ другой стороны, 
разбирая то же аналитически, имфемтъ: 


у [о 


Фиг. 94. 


5: ГРЕЗЫ: ЕО 


или 
ЕЕ. 
т.е 
11 
Ре. 
13 


Значитъ, прямоугольникъ 


11 р 
хх | т5 1 25 


и И 1. 
А о. 
Слдовательно: 


Фигура 94-я — прямоугольнику --- 2 треугольника 


и 
— 142+ — — 148. 
18 13 
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Если бы мы треугольники по той же дагопалн сдвинули 
(до первой перекрестной лини) съ м\ста, въ направлении, про- 
тивоположномъ тому, какое указано фиг. 94, то получили бы съ 
виду прямоугольникъ 14 *_10 и два треугольника съ площадью 


1 
въ - каждый, т. е. выходило бы, что полученная фигура имЪетъ 


7“ 


будто бы площадь 141 квадр. един., т. е. меныпую, чфмъ 
площадь прямоугольника, изображеннаго фиг. 93. Разобрать п 
доказать оптибочноеть этого заключеня такъ же легко, какъ п 
въ предыдущемьъ случа». 


Задача 66-я. 
Еще парадоксъ. 


8 7 7 
в 
с 


Фиг. 95а. Фиг. 956. 


Воть еще одинъ «фокусъ>, который можно сдфлать съ ква- 
дратомъ. 

Возьмемъ квадрать со стороной въ 8 единицъь длины и, 
слфдовательно, съ площадью въ 64 квадр. един. РазрЪжемъ 
его, какъ указано на фиг. 95а, и переложимт части такъ, какъ 
указано на фиг. 956. Получается, повидимому, прямоугольникъ 
съ площадью 7 Х 9 = 63, и о ничего не отбрасывая отъ 
площади квадрата, равной 64 квадр. единицамъ. 


ЕДА ЗОРИ 
——>>25% А 5 


Три знаменитыхъ задачи древности, 


Эти задачи слфдуюция: 

т. — ‘Грисекшя угла или дуги. 

2. — Улвоеше куба. 

3. Квадратура круга. 

Трисекшя угла, или раздЪлене (съ помощью только цир- 
вкуля и линейки) угла или дуги на три равныя части есть не- 
сомнфнно весьма древняя задача, хотя съ ней не связано ни- 
какихъ поэтическихь вымысловь или любопытныхь предашй, 
на что древн!е и средневЪковые писатели были таюме охотники 
и мастера. Задачу о квадратур% круга, т. е. о построеши ква- 
драта, равновеликаго площади даннаго круга, говорять, пытался 
рфшить впервые гречесый философъ Анаксагоръ (въ У в. до 
Р. Х). Задача объ удвоении куба носить иначе назваше «Де- 
лийской задачи», такъ какъ съ ней связана легенда © томъ, 
какъ древы!е совЪтовались относительно рфшешя съ просла- 
вленнымъ Платономъ. 

Предаше, передаваемое нфетимъ Филопопомъ, говорить, что 
въ 430 году до Р. Х. вь Аеинахъ разразилась моровая язва. 
Авнняне послали къ оракулу на остров Делос вопросить, 
какъ остаповить это бЪдетвю. Аполлонъ отвфтилъ, будто бы, 
что опи должны удвоить величину его жертвенника, который 
имфлъ форму куба. НевЪжествениымъ просителямъ дфло каза- 
лось очень легкимъ, и новый алтарь быль воздвигнуть, — или 
такъ, что каждая его сторона была вдвое больше стороны преж- 
няго куба (т. е. объемъ прежняго куба увеличили въ 8 разъ), 
плн же еще проще,— помЪстивъ на старый алтарь еще повый 
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такой же величины. Эпидемя, однако, не прекращалась, н къ 
оракулу было снаряжено новое посольство, которое п узнало. 
что предписаме Аполлона не было выполнено. 'Гребовалось, 
чтобы новый алтарь вмфлъ также форму куба и имфлъ ровно 
вдвое большй объема, чЪмъ старый жертвенникъ. ПодозрЪвая 
тайну, Аеиняне обратились за разгадкой ся къ Илатопу, кото- 
рый отослалъ ихъ къ геометрамь и въ частности——къ Евклиду, 
который, будто бы, спепально занимался этой задачей. Несмотря 
на всю заманчивоеть и нЪкоторое правдоподобе этой петорит 
(оракулы любили товорить загадками), приходится цфликомь 
отбросить ее, хотя бы потому, что Платонъ до 429 г. до Р. Х. 
еще и не родился, а знаменитый Евклидъ появляется не мене 
вфка спустя. 

Во веякомь случа мы имфемъ несомифиныя свидфтельства, 
что древые весьма упорно и настойчиво работали надъ р» ше- 
`немъ указанныхъ выше 8-хъ задачь. ГишИЙ элидсый нашел 
даже спещальную кривую «квадратриксу», рьтающую вопроеъ 
о трисекщи угла, которой можно пользоваться и для рВше- 
шя вопроса о квадратур% круга. Найдены были и мномя дру- 
пя кривыя, решаюцщия задачу о трисевщи угла и квадратур» 
круга. Эратосоенъ и Никомедъ изобрфли даже механическе 
приборы для черченя такихъ кривыхъ. Но... ё одна изъ этихъ 
кривыхъ не можеть быть построена 7иолько съ помощью иир- 
нуля п линейки, а это какъ разъ и было тлавныме требова- 
щемз при рЪшенш задачи. 

Древность такъь и завъщала рзшене вефхъ этихъ трехъ за- 
дачъ нашимъ временамъ. Нынфпипе математики, вооруженные 
болфе могущественными методами изелфдовантя, доказали, что 
всф три задачи невозможно р®шить построешемъ съ помощью 
только циркуля и линейки, какъ эти приборы употребляются 
и понимаются въ элементарной геометрии (см. по этому по- 
воду слдующую главу). Подобное разрфшене вопроса даже 
самые сильные математичесяе умы древности могли только по- 
дозр®вать, такъ какъ доказать певозможность рышенн при то- 
гдашнихъ средствахъ математики они не могли. Но, доказавъ 
невозможность рфшен!я этихь задачъ съ помощью только цир- 
куля п линейки, математики нашихъ временъ дали новые спо- 
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с0обы и проложили новые пути къ рЬшеню этихъ задачъ, если 
отбросить ограничеше о циркулЪ и линейк}. Быль также изо- 
брЪтенъ и примфненъ методь приближен, который и рюшиле 
задачу, если можно здЪеь примфнить’ это слово. 

Что касастся въ частности числа х (выражающаго отно- 
шеше окружиости къ шаметру), то только въ 1882 году Лин- 
деманну удалось окончательно установить сго трансценден- 
тальный характерь, т. е., что это число не можеть быть кор- 
немъ алгебраническаго уравненя. Замфтимъ здЪеь кстати, что 
это знакомое каждому ученику старшихъ классовъ число п 
играеть болыпую роль и въ областяхь математики, довольно 
удаленныхь оть такь называемой «Элементарной геометрии», 
напр., довольно часто встр$чается въ формулахъ теория 
вЪроятностей. 

Приближенное значеше для т (=3,1 415 926...) было 
между прочимъ вычислено съ 707 десятичными знаками матема- 
тикомь В. Шенксомъ. Этоть результать вмЪфст® сь формулой 
вычислевнй онъ обнародовалъь въ 1873 г. Ни одна еще задача, 
подобнаго рода не рЪшалась съ такимъ огромнымъ приближе- 
шемъ и съ точностью, далеко превышающей отношене микро- 
скопическихъ разстояй къ телескопическимъ. 

Шенкеъ вычисляль. СлЪдовательно, онъ стоялъ въ противо- 
рЬчи съ требованйями задачи о квадратур% круга, гдЪ требуется 
пайти рюшеще построентемъ. Работа, сдзланная Шенксомъ, вЪ сущ- 
пости, безполезна, или — почти безполезна. Но, съ другой сто- 
роны, она можетъ служить довольно убЪдительнымтл» доказатель- 
ствомъ противнаго тому, кто, не убфдивитись доказательствами 
Линдеманна и др. или не зная о нихъ, до сихъ поръ еще на- 
дЪетея, что можно найти точное отношеше окружности къ 
даметру. 

Ввадратура круга была въ прежнн времепа самой заман- 
чивой и соблазнительной задачей. Армя <квадратурщиковъ» 
неустанно пополнялась каждымъ новымъ поколфнемъ матема- 
тиковъ. ВеЪ усиля были тщетны, но число нхъ не уменьша- 
лось. Въ нЪкоторыхъ умахъ доказательство, что ршене пе 
можеть быть найдено, зажигало еще большее рвене къ изы- 
сканямьъ. Что эта задача еще до сихъ поръ ие потеряла своего 
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интереса, лучшимъ доказательствомь служить появлеше до епху, 
норъ попытокъ ее рЪшитъь. 

Итакъ, всф старашя р®шить три знаменитыя задачи при 
извъетныхь ограничивающихь услошяхъ (циркуль п линейка) 
привели только къ доказательству, что подобное рфшеше невоз- 
можно. Иной, ножалуй, по этому поводу скажеть, что, слЪло- 
вательно, работа сотенъ умовъ, пытавшихся въ течене столЪт7й 
рыпить задачу, свелась, слфдовательно, ни къ чему... Но это 
будеть новрно. При попыткахъ р®шить эти задачи было сд\- 
лано огромное число открытй, им$ющихъ гораздо болышй инте- 
ресъ и значеше, чфмъ сами поставленныя задачи. Попытка Ко- 
лумба открыть новый путь въ Индю, плывя все на западъ, 
окончилась, какъ извЪстно, неудачей. И теперь мы знаемъ, что 
такъ необходимо и должно было случиться. Но тещальная по- 
пытка великаго человЪка привела кЪ «попутному» открыто 
цфлой новой части свфта, предъ богатетвомъ и уметвепнымь 
развитемъ котораго блфдн®ють нынче всф сокровища Инди. 


Задача, 67-я. 
Линейка и циркуль. Трисекщя угла. 


Для построешй въ элементарной теоретической геомегри 
допускаются только два прибора; циркуль и линейка. Говорятъ, 
что такое ограничеше вспомогалельныхь приборовъь сдфлано 
знаменитымъ греческимъ философомъ Платономъ. 

При этомъ само собой полразумЪвается, что циркуль, о ко- 
торомъ идеть рЪчь, иметь неограниченное раствореше. Если бы 
циркуль пе обладаль какимъ угодно нужнымь намъ растворе- 
шемъ, то его иельзя было бы примфпять для выполненя тре- 
бусмаго Эвклидомъ, съ ипервыхь же шаговь, построешя окруж- 
ности изъ произвольнаго центра и какою уюдию радлуса (3-й по- 
стулать Евклида). Точно также подразумфвается, что геометри- 
ческая линейка неограничена по длин (2-й ностулатъ). 

ВыфетЪ сь тЪмъ необходимо подразумЪ вается, что геоме- 
трическая линейка не имтеть дълен. Если бы на ея’ ребр% 
было хотя всего два знака, п если бы позволено было ими поль- 
зоватьсл и вдобавокъ передвигать линейку, ириноровляясь къ 
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фигурЪ, то задача о раздфлени угла на три равныя части (не- 
разрЪшимая въ элементарной геометрии) тотчасъ можеть быть 
‚ ршена. Въ самомь дл: 
Пусть данъ какой-либо уголь АВС (фиг. 96); п пусть на 
лезыи нашей линейки обозначены 2 точки Ри @ (ем. ту же 
фиг. внизу). 


Фиг. 96. 


Построене. 


На одной изъ сторонъ угла откладываемъ оть вершины В 
прямую ВА=РО. ДЪлимь ВА пополамъ въ точкЪ Л; изъ 
точки М проводимъ лини МК || ВС и МЕ 1 ВО. 

Возьмемь теперь нашу линейку п приспособимъ ее къ по- 
лученной уже фигур% такъ, чтобы точка Р линейки лежала, па 
прямой КЛ; точка @ лежала бы на прямой ЁЛЬ и въ то же 
время продолжеше РО линейки проходило бы черезъ вершину 
даннаго угла В. Тогда прямая ВР и есть искомая, отеФкаю- 
щая третью часть угла Б- 

Доказательство. ^ РВО— / ВРМ, какъ пакресть-лежашие. 
Разлфлимъь РО пополамъ и середину № соединимъ съ М пря- 
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мой ММ. Точка М№ есть середина гипотенузы прямоугольнаго 
треугольника РОМ, а потому РХ= ММ, а слЪдовательно 
АРММ равнобелренный, и значить 


ДВРМ==/ РММ. 


Внзшнй же Д/ ВММ= / ВРМ-+ ХХ РММ=2 / ВРМ. 
ВмЪет съ т$мь: 


ММ = ы Р0— ВМ. 


значить, 
д ИВМ= д ВММ. 
Итакь: 
ИРВС=А ВРМ-И 5С: БА! САВИН р АВС. 


(Ч. т и 


Приведенное выше рфшеше задачи принадлежить Кемпе, 
который при этомь поднялъ вопроеъ, почему Ивклидъ пе вос- 
пользовался дЪлешемъ липейки и процессомъ ея приспособленя 
для доказательства 4-й теоремы своей первой книги, гдф вмето 
этого онъ накладываетъ стороны одного треугольника на ето- 
роны другого (первое приложене способа, наложешя, извЪстное 
каждому ученику). На это можно отв®тить только, что въ задачу 
Евклида и не входило отыскане нФкоторой точки посредетвомъ 
измёреня и процесса приспособленыя линейки (какъ это мы 
яфлали выше въ задач» для отысканя точки Р). Въ своихъ раз- 
суждешяхьъ и доказательствахь онъ просто накладываеть фигуру 
на фигуру, —и только. 

Принимаемая нами геометрическая линейка не должна счи- 
таться раздЪленной, такъ какъ это слишкомь раздвинуло бы пре- 
дфлы «элементарности». Но она должна необходимо быть неотра- 
ниченно длинной, иначе эти предфлы слишкомь бы сузились. 

Вс» вышеприведенныя замфчанйя слФдуеть имфть въ виду, 
когда говорять о циркулВ п линейк®, какъ гсометрическихь 
приборахъ. 


задет 


Лва отрицательныхь вывода ХТХ вфка. 


1. Общее уравнеше выше четвертой степени неразрЁ- 
шимо чисто алгебраическимъ путемъ (иначе говоря — 
въ радикалахъ). 


Ршене уравнешй 3-й и 4-й степени было извЪетно, на- 
чиная съ 1545 года. Два съ ноловиной столЪля спустя, моло- 
дой 22-лтюй Гауссь въ своей докторской диссертащи дока- 
залъ, что всякое алгебраическое ур-1е имЪетъ корень, «дЁйстви- 
тельный» или «мнимый». ВелЪдъ зат мъ онъ же далъ еще два до- 
казательства той же теоремы. Въ 1801 году тоть же Гауссъ 
замтиль въ одномъ изь своихъ сочинений, что, быть можеть, 
невозможно разрзшить съ помощью радикаловъ общее ур-е 
степени высшей, чмъ четвертая. +0 предположеше было до- 
казано зпаменитымъ норвежскимь математнкомъ Абелемъ п было 
обнародовано къ 182- году, когда автору его было всего 22 
года отъ роду. Два года спустя то же доказательство было имъ 
напечатано въ болфе пространной и понятной формЪ съ вмясне- 
юемъ многихь деталей. Съ этихъ поръ изысканя о математи- 
ковъ, силившихся раньше найти общее алгебранческое рёшеше 
всякаго уравлентя, приняли нное направлене. 
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П. Знаменитый «постулатъ о параллельныхъ» Евклида 
не можеть быть доказань съ помощью какихъ-либо 
иныхъЪ его аксюомъ. 


Вь виду важности вопроса, остановимся на истори этого 
знаменитаго «постулата» н$сколько подробнЪе. 


Несмотря на то, что свЪдфнгя древпихъ по геомстр?и были 
весьма обтириы, вс они до 3-го вЗка до Рождества Христова 
являлись разрозненными, отдфльными научными фактами, не 
пыфющими между собой связи. Творцомъ геометрш, какъ науки 
въ настолщемь значенш этого слова, былъ Евклидъ. Въ 3-мъ 
вЪЕЪ до Р. Х. (около 270 г.) этоть греческй философъ за- 
дался цзлью собраль вс найденныя до его времени свойства, 
фигуръ на идеальной плоскости и въ пространств и опред}- 
лить, вамя изъ нихъ существенны, т. е. зависять непосред- 
ственио отз свойствь самой плоскости и пространства, п 
кавгя, съ другой стороны, могутъ быть выведены, какъ слёдетвя 
первыхъ. Евклидъ выполниль свою задачу и создалъ стройную 
дедуктивную геометрическую систему, которая явилась первымъ 
примЪромъ строго научныхъ системъ. Онъ показаль, что 66% 
свойства пространственныхь формъ могуть быть выведены пу- 
темъ однихь только строго логическихъ разсуждешй изъ треть 
основныхь положенй, или аксюмъ, характеризующихь идеаль- 
ную плоскость и идеальное пространство древнихъ геометровъ, 
а именно: 

1) фуры на плоскости и вз пространствъ мозуть быть 
перемпяцаемы безъ складокз и разрыва, 9) прямая лиия 
вполиь опредюляется какими уюдно двумя ея точками и 
8) если изз какой либо точки прямой личи будетз прове- 
денз кз ней перпендикулярь, а из друюй точки той же 
прямой проведена будет» какая-либо наклонная лия, то 
перпендикулярь и паклонная необходимо встротятся. 

Послфднее положеше (3) и есть знаменитый постулать 
Евклида (называемый также 11-ой аксюмой Евклида). Въ наше 
время его очень часто предпочитають выражать въ такой болфе 
краткой, такъ называемой—Плэйферовской форм: Двю перес®- 
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каючияся прамыя лиши пе моиуть быть объ разомз парал- 
лельны одной и той же прямой. Самъ же Евклидъ этоть по- 
стулать (илн 11-ю акаому) дословно выражаль такъ: «Еели 
двф прямыя встрёчаются третьей такъ, что сумма внутреннихъ 
угловъ, лежащихъ по одну сторону третьей, меньше двухъ пря- 
мыхъ, то дв первыя прямыя по достаточномь продолженш, 
встрфтятся по ту сторону третьей прямой, на которой сумма 
внутреннихъ угловъ меньше двухъ прямыхъ>. 

Два первыя изъ приведенныхь выше положенй суть 
аксомы пастолько очевидныя и безспорныя, что не возбуждали 
никогда никакихъ сомизнй. Не то было съ третыгиъ положе- 
шемъ. Оно уже не было столь очевидно, а требовало необхо- 
днмости уб%диться, что какъ бы наклонная ни была близка къ 
пернендикулярности, она необходимо пересЁчетея съ перпенди- 
куляромъ, можеть быть на разстояшш очень далекомъ оть пря- 
мой п для наеъ недоступномъ. Такъ какъ непосредственная 
провфрка по недоступности для нашихъ чувствъ весьма дале- 
кихъ разстояй была невозможна, то Евклидъ и далъ это по- 
ложене, какъ необходимое допущеше, какъ постулатъ. 

Послфдующе геометры, однако, не вполнф довфряя геню 
Евклида, пытались установить связь между первыми двумя 
аксюмами п третьей, т. е. доказать, что это третье допущене 
(постулать) Евклида, принятое имъ за аксюму, можеть быть 00- 
казано на основани первыхъ двухъ акаюмъ и помфщено въ 
ряду теоремъ. И воть, съ Птоломея (во 2-мъ вЪкЪ по Р. Х.) 
вплоть до первой четверти ХТХ столЪмя пачинается длинный 
рядъ попытокъ доказать этоть постулать. Были предложены 
сотни «доказательствъ». 

Вь 1826 году знаменитый руссвый геометръ, профессорь п 
ректоръ Казанскаго университета Ник. Ив. Лобачевеюй дока- 
заль всю безустфиность подобныхъ попытокь и обнародовалт, 
свое доказательство въ 1829 году. Лобачевскй построилъ но- 
вую, совершенно самостоятельную геометрию, гдЪ, принимая за 
акаомы первыя два изъ указанных выше евклидовскихъ н0- 
ложенй, онъ вмЪсто третьяго положенйя (постулата Евклида) 
принять обратное ему. Получилась стройная и логическая гео- 
метрическая система, безь всякихъ ошибокъ и противорЪчй, п 
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такимъ образомъ само собой доказывалась независимость пер- 
выхЪ двухь акоюмь оть постулата, а слфдовательно, онъ не 
можеть быть доказанъ посредствомь ихъ; и остается, значить, 
принять его за аксбюму или строить новую геометрию. 

Изелфдованя Лобачевскаго оставались долгое время непо- 
нятыми и неизвЪстными. Русскими учеными они были ветрЪ- 
чены даже недоброжелательно. Первые благопрятные отзывы 
о нихъ (Гаусса) сдЪлалиеь извЪстными въ Германи только въ 
1846 г. изъ переписки Гаусса. Но только начиная съ 60-хъ 
годовь ХГХ столЪия труды Лобачевскако нашли себф доетой- 
ную оцфнку и положили пачало ряду другихъ замфчательныхъ 
работь различныхъ математиковъ. 

Усиля, употребляемыя раньше для доказательства невоз- 
можпаго, обратились теперь къ развитию, такъ называемой, не- 
Евклидовской геометрии, къ изученю геометрия я-измфрешй, 
при донущеняхъ, обратныхъ или несотласныхь съ общеприня- 
тыми акаюмами геометыи Евклида. И, какъ всегда бываеть въ 
подобныхъ случаяхъ, новое завоеване ео ума, новая 
побЪжденная трудность отерыли новыя области для изслЪдова- 
ны, новое направлеше мысли и методовъ изыскан1я; и такимъ 
образомъ на очередь выдвинулись новыя еще бол%е трудныя 
задачи для рфшевшя. Поле дЪятельности, открывающееся пыт- 
ливому уму, безгранично. 


12* 


р зб... 


Чиколай Увановичь Ловачевскй. 
(1793—1856). 


Начиная съ Евклида АлександрИйскаго геометры всего мгра 
въ продолжене болфе чфмъ двадцати вЪковъ работали надъ вы- 
яснешемз, истинной связи между основными аксюмами геоме- 
три. Завидная честь завершить эту многовЪковую работу и от- 
крыть огромные, новые горизонты для дальнфйнихь изслдо- 
вай принадлежить, какъ упомянуто въ предыдущей глав\, 
нашему великому соотечествениику, Н. И. Лобачевскому. Имя 
этого генальнаго математика нын% извъетно всему образован- 
ному, п во всякомь случа всему математическому эру, хотя 
умеръ онъ непонятый п неоцфненный по достоинству. Совре- 
менники, кромЪ великаго Гаусса, были не вт, силахъ его понять. 
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Жизнь и дфятольность пныхъ великихь людей, помимо по- 
учительностн, всегда еще полна заманчивой тапнственности. 
Что даеть силу этимь рыцарямъ духа подъ градомь насмф- 
шекъ и общаго непризнаня творить и созидать? Гл тотъ 
петочникь святого безнокойства, который не лаетъ геню по- 
чить ни на служебныхъ, ни на семейныхь, ни на всякихъ 
иныхь лаврахъ, а направляеть ого въ сторону, казалось бы, 
однихь непрлятностей и огорченй? Ученая дфятельность и 
жизнь Лобачевекаго весьма замфчательны съ этой послёдней 
стороны и могуть служить ободряющимъ примФромъ для тЪхъ, 
кто, преслфдуя велишя цфли, иногда изнемогаеть и отчаивается 
предъ равнодуппемъ, непонимашемь, а иногда даже и вра- 
ждебностью средней обывательщины. Не задаваясь цфлью даль 
здЪсь связную, хотя бы и сжатую, бюграфю Н. И. Лобачев- 
скаго, постараемся, однако, освфтить тЪ важнЪйпие факты 
его жизни, которые имФють связь съ его математическимъ раз- 
вищемъ и на которые есть неоспоримые документальные и 
архивные документы. О студенчествз и первыхъ ученыхъ 
шагахъ „Лобачевскаго мы беремь драгоцфиныя данныя въ 
«разеказахь по архивнымь документамъ» проф. Н. Булича: 
Изз первых лтлтз Казанскаю университета. Книга эта, мало 
кому знакома по ея сиещальному характеру, хотя она и с0- 
держить въ себЪф весьма много интереснаго. 

Н. И. Лобачевсый былъ сынъ б%днаго чиновника, уфэднаго 
землемра изъ Макарьева, Нижегородской губ. Въ оффищаль- 
ныхъ бумагахь онъ показанъ 48 разночинцевь, что означаеть 
непринадлежность къ сословию дворянъ. Подобно многимъ дру- 
гимъ знаменитым математнкамъ, юноша Лобачевсый въ пер- 
вые годы студенчества не предполагать даже избрать предме- 
томъ своихъ постоянныхъ занят математику. «Онъ примфтно 
предуготовляеть себя для медицинскаго факультота», — пи- 
саль 0 немъ къ попечителю Яхковкинъ, замтивиий его даро- 
вания. Появлене въ Цазамскомъ упиверентет» профессора ма- 
тематики Бартельса, вызваннаго изъ Германи, —евЪтлой и уче- 
ной личности, побудило Лобалевекаго избрать предметомъ за- 
нятй математику. Вскорф онъ дфлается однимъ изъ самых 
усифвающихь учениковъ Бартельса. Въ свою очередь, профес- 
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соръ полюбиль Лобачевекаго, и его заступничество не разъ но- 
могало молодому и нфеколько вфтренному студенту при столк- 
новешяхъ съ университетской полищей. Инспектореюй жур- 
наль, — разсказываеть Н. Буличь въ названной нами книг, — 
за голы иребывашя Лобачевекаго въ студентахъ даеть нЪ- 
сколько свидфтельствь объ этихъ столкновешяхь, причина ко- 
торыхъ лежала въ живомъ характерв молодого студента, въ 
естественномъ чувств свободы, которое проявлялось, какъ свое- 
воше, въ желани отстоять свою самостоятельность, что счита- 
лось дерзостью. Самыя шалости характеризують тогдашнихь 
студентовъ. Лобачевсый, какъ и мноме изь его товарищей, 
казенных студентовъ, жившихь въ университетв, любилъ зани- 
маться пиротехникою. Разъ Лобачевеый сдфлаль ракету ни 
вмЪстЪ съ другими пустиль ее въ одиннадцаль часовъ вечера на 
университетекомь дворф. За это и за то, «что учиниль непри- 
знанге, упорствуя въ немъ, подвергъ наказанию многихъ, совер- 
шенно сему не причастныхъ»,—быль посаженъ въ карцеръ по 
опреджленио совфта. Въ другой разъ, будучи уже правящимъ 
должность камернаю студента («камерный студентъ есть по- 
мощникь помощника инспектора казенныхь студентовъ» — по 
опредфленио правиль того времени), Лобачевсый быль зам®- 
чень «въ участвоваши и потачкЪ проступкамъ студентовъ, гру- 
боети и ослушанш». За эти проступки онъ наказанъ быль пу- 
бличнымъ выговоромъ отъ инспектора студентовъ, лишенъ зва- 
шя правящаго должность камернаго студента, 60 рублей па 
книги и учебныя пособя, которые только что были ему пазна- 
чены «за особенные успфхи въ наукахъ и благоповедоше» и 
отпуска до разрФшеня начальства. Все это происходило на 
святкахъ 1810 года. Лобачевскому шеть 18-Й тодъ, онъ быль 
на послЪднемь куреЪ, молодость требовала удовлетворешя, а 
потому совершенно естественно и простительно, что но словамъ 
инснекторскаго журнала: «въ генварф мфеяцЪ Лобачевсый нер- 
вый оказалея самаго худого поведения. Несмотря на приказа- 
пе начальства не отлучаться изъ университета, онъ въ новый 
тодъ, а нотомъ еще разъ, ходилъ въ маскарадъ и многократно 
въ гости, за что опять наказанъ написанемъ имени на черной 
доскВ и выставлешемъ оной въ студентскихъ комналахъ на не- 
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дЪлю. Несмотря на ‹е, онъ поелЪ снова еще быль въ маска- 
радЪ>. 

Студенческая жизнь Лобачевскато отличалась вообще нф- 
сколько бурнымъ характеромъ, но изъ среды своихъ сверстни- 
ковъ онЪ выдавался далеко внередъ, какъ но уклонешямъ отъ 
тогдалинихь правиль благоповедешя, вызывавшимь каратель- 
ныя мфры противъ него, такъ п по своимъ даровашямь и 
усифхамъ въ математикЪ. Воть почему только о немь одномъ 
дошло до насъ историческое изображене поведешя его; про- 
стунки Лобачевскаго называются достоиримьчетельными, ха- 
рактеръ--упрямымъ, нераскаяннымъ, «весьма много мечтатель- 
нымь 0 самомь себЪ», ого мнЪшШе «получило мнойя ложныя 
понятия» (такъ въ журнал инспектора, помощникомь его Кон- 
дыревымъ, было записано, что Лобачевсый «въ значительной 
степени явиль иризнаки безбожая» (1) — обвинеше, которое 
имЪло бы во время Магницкаго весьма печальныя поел детвия). 
Требовались инсиекщею противъ Лобачевскаго р$итительныя 
мфры, «самыя побудительныя средства со стороны милосердя 
или строгости, каковыя найдетъ благоразуме начальства». Во- 
просъ о судьбЪ Лобачевскаго перенесенъ быль въ сов®тъ. Только 
настоятя Бартельса и тЪхъ профессоровъ, у которыхъ Лобачев- 
сый занимался, доставили ему возможность получить степень 
кандидата, а вскорфЪ затЪмь магистра, наравнф съ прочими 
его товарищами. 

Бартельсь считаль Лобачевскаго лучшимь изь учениковъ 
своихь. Воть что писаль онъ къ понечителю объ уси хаху 
своихь слушателей и въ особенности о Лобачевекомъь около 
того времени (приводимъ слова его въ современномъ перевод?, 
сдъланномь самимъ Румовекимь и представленномь имь ми- 
ниетру): 

«Послфдше два {Спмоновъ и Лобалевск!й), особливо же Ло- 
балевсый оказали столько усп®ховъ, что они даже на всякомт 
нЪмецкомъ университеть были бы отличными, и я лыцусь на- 
леждою, что если они продолжаль будуть упражняться въ убо- 
вершенствованит своемъ, то займуть значущя мета въ мате- 
малическимь кругу. О искусств послфдняго предложу хотя 
одннъ примфрь. Лекцш евои располагаю я такъ, что студенты 


184 


мои въ одно п то же время бываютъ слушателями и препода- 
валелями. По сему правилу поручить я предъ окончашемъ курса 
старшему Лобачевскому предложить подъ мопхгь руководетвомь 
пространную и трудную задачу о кругообращеши (Вобайот), 
которая мною для себя уже была по Лагранжу въ удобопонят- 
номъ вид% обработана. Въ то же время Симонову приказано 
было записываль течеше преподавашя, которое я въ четыре 
према кончилъ, дабы сообщить его прочимь слуптателямъ. Но 
Лобачевский, не пользовавшись сею запискою, при окончани 
послфдней лекши подалъ мн® р5шеше сей столь запутанной 
задачн, на н%сколькихт, листочкахь въ четвертку маписанное. 
Г. академикъь Вишневсвй, бывций тогда здЪеь, неожиданно вос- 
хищешь быль еимъ пебольшимъ опытомъ знавй нашихъ сту- 
дентовъ». 

Эти усибхи въ математикЪ, за которые Лобачевемй полу- 
чилъ вмфет% съ другими благодарность отъ миниегра народнаго 
просвфщеншя, и были причиною снисходительности къ нему ©0- 
вфта, возведшаго его вмЪетВ съ прочими въ стенень магистра, 
т. е. оставившаго его при университет (въ педагогическомъ 
пнетитутВ) съ цфлью приготовлешя къ профессорскому зван!ю. 
Впрочемъ Лобачевсый созналь свое положене. «Бчера по поз- 
воленио явившиеь въ совфть, пишеть Яковкинъ, оказалъ ©о- 
вершенное признаше п раскаяше въ прежиихъ своихъ поступ- 
кахъ, публично обфщавши совершенио исправиться, а по сему 
совфть и рышился его помфетить въ число представляемыхь 
къ удостоешю звашя магистровъ, дабы излишнею строгостью 
не привести его, какъ весьма лестную надежду ларовавшями 
и усибхами подающаго для университета, въ отчаяше и не 
убить духъ его» (12 Ноля 1811 года). Защитниками „Лобачев- 
скмго въ совётЪ были профессоры Бартельсь, Германъ, „Лит- 
тровъ п Броннеръ. 

Попечитель Казанекаго учебнаго округа Румовев!й утвердилъ 
предетавлеше совЪта, но даль съ своей стороны предостереже- 
ше Лобачевекому: <А студенту Николаю Лобачевскому, — ии- 
салъ онъ въ своемъ предложеши совфту (7 августа 1811 г., 
№ 787), занимающему первое м%фето по худому поведенпо, объ- 
явить мое сожальше о томъ, что онъ отничныя свои способ- 
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ности помрачаеть несоотвЪтетвеннымъ поведешемь, п для того, 
чтобы онъ постаралея перемнить и псиравить оное. —въ про- 
тивномъ случаЪ, ссли онъ совЪтомъ моимъ ‘не захочеть восполь- 
зоватьея, и опять принесена будеть жалоба на него, тогда я 
припужденъ буду довести о томъ до свфдЪфюя г. министра про- 
свфщешя». 

Зваше магиетра возлагало на него, по тогдашнимь прави- 
ламъ, «спосиъшествоване профессору или адъюнкту въ разеу- 
жленге большихъ усиЪфховъ ихт слушателей». Магистры должны 
были заниматься съ студентами повторешемъ пройденнаго (не 
въ часы, однако, назначенные для лекций) и собъяснонемъ слу- 
шателямь того, что они не понимаютъ, так какъ мпоге изъ 
гг. профеесоровъ преподають и объясняють лекцш на иностран- 
ныхь языкахь, слушатели же ихъ, преимущественно же вновь 
поступивиие, часто, особенно въ пачалФ курса, по причинЪ 
объяснения на иностранномъ языкЪ для матерш совефмъ новой, 
не могуть нногла всего понпмаль предлагаемаго профессоромъ 
нено>. За это магистры получали жалованье. Лобачевсый какъ, 
магистръ, стояль въ самыхъ близкихь отношешяхъ къ Бар- 
тельсу. Онъ занимался у него на дому по четыре часа въ не- 
дфлю, п у насъ есть св$дЪшя, что на первыхъ порахъ маги- 
стеретва предметами изучешя Лобачевскаго, подъ руководствомъ 
Бартельса, были арцеметика Гаусса и первый томъ Лапласовой 
«Небесной механики». 

Въ 1814 году Лобачевеый былъ повышенъ въ зваше адъ- 
юнкта чистой математики ип начать читать своп лекцш. Съ 
1819 года, въ отсутстые профессора астрономш Спмопова, на- 
ходившагося въ кругосвЪтномъ плаванш, Лобачевемй въ тече- 
ше двухъ лфть читать сверх, того астрономию п завЗдывалъ 
обсерваторей. 

Съ изслЗдовашями, которыя создають новую эпоху въ 
области геометрической науки, Лобачесюяй впервые выступиль 
въ засфланш факультета 12 февраля 1826 года, глЪ онъ чи- 
талъ свое «Ехроз№юп засешее 4ез решетрез 4е 1а Оботейче», 
(«Краткое изложеше мачалъ геометрш»), которое, къ сожалЪ ню, 
и до сихъ поръ напечатано не было. Статья «О Началахъь 
Геометрш» была напечатана, въ «Казанскомъ ВЪетник»»> за 1829 
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и 1830 годъ, и предетавляеть только весьма сжалое, и потому 
трудное для чтеня, изложеше полученныхь имъ результатовъ 
построешя «Геометри въ боле общириомь смыслЪ, нежели, 
какъ намъ представил ее первый Евклидь>. 

Въ слфдующемь сочинение «Воображаемая Геометр!я», пе- 
реведенномъ также на французскйй языкт, Лобачевсый, «оета- 
вляя геометричесня построешя п выбирая краткой обратный 
путь», показываетъ, что «главныя уравнешя, которыя онъ па- 
шеть для зависимости сторонъ н угловъ треугольника въ 60- 
ображаемой Геометрёи, могуть бытъ приняты съ пользою въ 
Аналитик п никогда не приведуть къ заключешямь дожнымъ, 
въ какомъ бы то ни было отношенш». 

Такимъ образомъ сдфланное допущеше о ибвозможности до- 
казать постулать Евклида было разобрано и изслфдовано какъ 
теометрическимъ, такь и аналитическимъ путем и ни въ ка- 
кимъ противорЪиямъ не повело. Вопрось © возможности не- 
вфрноети одипнадцатой акаомы Евклида быль рёшенъ и р- 
шенъ утвердителью. Но, еъ одной стороны шуемъ, оказанный 
первому сочинентю Лобачевскаго, заставиль его «подозрвать, 
что его сочинеше, казавшись съ перваго взкляда темпыхгь, пре- 
дупреждало охоту заняться имь съ нФкоторымь внимашемъ и 
даже могло подать поводъ усумниться въ строгости его сужде- 
вшя и въ вфрноети выведенныхь заключен»; сь другой сто- 
роны косвенная аналитическая повфрка не могла зам нить стро- 
гаго прямого доказательства. Поэтому Лобачевсвй снова, прини- 
мается за изложен того же вопроса и въ 1835—1838 годахъ 
печатаеть сочинеше: «Новыя Начала Геометриг съ полной тео- 
рей параллельныхъ>. 

Изь двухь остальныхь его сочинешй но Геометрш первое: 
«Вегасе хи еп РагаЙешеп» предетавляеть нЪсколько со- 
кращенное пзложеше «Новыхъь Началь Геометри», а второе: 
«Пангеомстр!я», записанная подъ диктовку уже слЪиого Лоба- 
чевскаго его учениками п изданная одиовременно на русекомт 
и французском языкахъ незадолго до его смерти, представляеть 
снова конспективное изложеше вефхъ его изелЪдованй по Гео- 
метрии. Это послЪднее сочинене н%еколько уступаеть его «Но- 
вымь Началамь Геометрия», которыл можно счизаль лучшимъ 
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изъ вефхь его произведений. По сил и пзяществу изложешя 
«Новыя Начала Геометрия» мало чЪмъ уступають «Началамъ» 
Евклида, и по-истин% могуть служить для Лобачевскаго «то- 
пишепешиа аеге регеплииз, тесаНаие фа ругапи аз». 
Тому, кто хочеть познакомиться съ работами Лобачевскаго, не- 
обходимо начинать сь изучешя именно этого сочинешя. 

Наряду съ ученой и преподавалельской дЪфятельностью шла, 
и высокоплодотворная административная дзятельность Н. И. Ло- 
бачевскаго. Онъ быль деканомъ и 19 лёть ректоромъ унпвер- 
ситета, нееъ друпя разнообразныя и сложныя обязанности по 
управлению. Воть какъ проф. Н. Н. Буличъ отзывается вообще 
о дфятельности и характер Лобачевекаго: «Его независимый и 
самостоятельный характерь выдержаль такую иравственную 
ломку, какъ тяжелое время реакции въ поелфдне годы царетво- 
ваня Александра Г и попечительство въ Казани Магницкаго, 
не поступившись свопми убфжденшями, не измфнивъ имъ и 
унеся въ старость молодое стремлеше къ наукЪ, уважеше въ 
ней и восторги духовнаго наслажденя. Если спещалисты гово- 
рять 0 его «но-истийЪ глубокомысленныхь лекщяхъ», доступ- 
ныхъ однако только избранной аудиторш, въ послФдше годы 
его жизни, то мы прибавимъ къ этому личное воспоминаше о 
его публичныхь лекщяхъ по физик, гдф ему удавалось изла- 
гать науку популярно и гдЪ раскрываль онъ массу самыхъ 
разнообразныхъ свфдзшй. Въ старые глухе и сияццуе годы про- 
винщи, когда все было такъ смирно, гладко и довольно кру- 
гомъ, когда однообразныя явленя жизни только скользили по 
душ, не задфвая и не возбуждая ее, тая лекцш, какъ Ло- 
бачевскаго, были отраднымь явлешемъ. Лобачевскй читать 
просто, безь желашя придать внфшнюю красоту своей рфчи, 
безъ реторической эмфазы и крика, но въ словахъ его слышался 
и его логичесый умъ и широкое образоваше. Спокойныхъ, ров- 
нымъ голосомь онъ дфлалъ свои питровя обобщешя, вызывалъ 
увлекательные образы и возбуждалъ мысль>... 

«Всего интересиЪе было бы проелФдить,—замфчаеть тоть же 
проф. Буличь, — какимъ образомьъ развилось ето глубокое аб- 
страктное мышлеше. Лобачевсый не бывалъ въ Европ; двф- 
три по%здки въ русеыя столицы были кратковременны; онъ 
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почти не оставляль Казани. Въ сожалЪвю, и внутреннее раз- 
вие и интимная жизнь Лобачевскаго мало извфстны, несмотря 
на то, что живы еще нфкоторые, бывиие еъ нимъ въ близкихъ 
отношеняхъ. Принадлежа по женф къ тому, что называлось 
въ то время казанскимь общеетвомъ, Лобачевевй появлялся и 
въ немъ, но представляль изъ себя скор№е задумчивую, чБмъ 
дЪятельную фигуру, особенно вь послфдете тоды своей жизни. 
Сколько намь извфетно, даже близюе къ нему люди смотрфли 
на него съ точки зрёшя, раскрывающейся въ обыденной мо- 
рали Хемницеровой басни «Метафизикъ». 

Какъ же относились современники къ научной дЪятельности 
Лобачевскаго, главное—къ его геомотрическимь изелВдовашямь, 
составляющимь нын славу и гордость русской математической 
науки? На этотъ счеть сохранились также весьма любонытныя 
свид} тельства. Въ Росаи работы его были встрЪчены... глу- 
млешемъ. Въ № 41 распространеннаго тогда журнала «Сынъ 
Отечества» за 1834 годъ появилась статья, оскорбительная для 
Лобачевекаго. Но отв%ть его на эту статью, по сообщешю са- 
мого „Тобачевекаго, нанечатанъ нс быль. 

Статья въ «СынЪ Отечества» носить заглав!е: «О начертатель- 
ной Гоометри соч. Г. Лобачевеваго» и содержить критический 
отзывъ о сочиненти „Тобачевскаго: «О Началахъ Геометрш». Для 
лучшей характеристики впечатлфшя, произведеннаго сочинентемь 
Лобачевекаго на современныхъ ему русскихъ математиковъ слф- 
дуеть привести здесь патереснфйпия мфета названной статьи 
въ подлииномь видЪ. Воть они: 

«Юеть люди, которые, прочитавъ инотда книгу, говорятъ: 
она слишкомъ проста, слишкомь обыкновенна, въ ней не о чемъ 
п подумаль. Такимь любителямъ думанья совфтую прочесть Гео- 
метрю Г. Лобачевекаго. Воть ужъ подлинно ссть о чемъ поду- 
мать! Многе изъ нервоклассныхъ нашихъ математиковъ читали 
ее, думали н ничего не поняли. Посл сего уже не считаю 
нужнымь упоминать, что и л, продумавъ надь сею книгою н?- 
сколько времени, ничего не прилумалъ, т. е. не понялъ ночти 
ни одной мыели. Даже трудно было бы понять и 10, какимъ 
образомь г. Лобачевсый изъ самой легкой в самой ясной въ 
малемаликЪ науки, какова Геометрия, могь сдфлаль такое тяже- 
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дое. такое темное п непроницаемое учентс, если бы самъ онъ 
отчасти не надоумиль насъ, сказавъ, что его Геометрия отлична, 
оть употребительной, которой вс мы учились, п которой, вЪ- 
роятно, ужь разучиться не можемъ, и есть только воображае- 
мая. Да. теперь все очень понятно. Чего не можеть представить 
воображенте, особливо живое и вмЪстЬ уродливое? Почему не 
вообразить. напр., черное б$лымъ, круглое четыреугольнымь, сумму 
всЪхь угловь вь прямолинейномъ треугольник» меныше двухь 
прямыхь п одинь и тоть же опредфленный интеграль равным 
то >, то со ? Очень, очень можно, хотя для разума все это п 
непонятно. Но спросять: для чего же писать, да еще и печа- 
таль тамя нелфпыя фантазш? Признаюсь, на этоть вопросъ 
отвфчать трудно. Авторъ нигдЪ не намокнуль на 10, съ какою 
ифлью онъ напечаталь се сочинене, п мы должны, слфлова- 
тельно, прибфгнуть къ догадкамь. Правда, въ одномъ мЪстЪ 
он яено говорить, что будто бы недостатки, замфченные имъ 
в, употребляемой досел® Геометрии, заставили сго сочинить и 
издать эту новую Геометрио; но это, очевидно, несправедливо, 
п по всей вёроятноети сказано для того, чтобы еще болфе скрыть 
настоящую цЪфль его сочиненя. Во-первыхъ, это противор$ чить 
тому, что сказаль самь же авторь о своей Геометрш, т. е. что 
она въ природ вовее не существуеть, а могла существовать 
только вь его воображенш, п для измфренй на самомь дЪаЪ 
остается совершенно безъ употребления; во-вторыхъ, это дЪйстви- 
тельно противорЗчить веему тому, что въ ней содержится, п 
судя но чему скорфе можно согласиться на то, что новая Гео- 
метрия вылумана для опровержешя прежней, нежели для попол- 
нешя оной. При томъ же, да позволено намъ будеть нфсколько 
коснуться личности. Какъ можно подумать, чтобы г. Лобачев- 
сый, ординарный профессоръь математики, напиеаль съ какою 
нибудь серьезною цфлио книгу, которая пе много бы принесла 
чести и поелфдиему приходскому учителю. Еели ие ученость, то по 
крайней мЪрЪ здравый смыель должен имфль каждый учитель, а 
въ новой Геометри нерфдко недостаеть п сего посяФдняго». 
«Соображая все с1е, сь болышою вЪроятностью заключаю, 
что истинная цъль, для которой г. Лобачевсый сочинить и издаль 
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свою Геометр!ю, есть просто шутка, или, лучше, сатира на уче- 
ныхъ матемаликовъ, а можеть быть и вообще на ученых с0- 
чинителей настоящаго времени. За симъ и уже не съ вФроятно- 
стю только, а съ совершенною увфренноствю полагаю, что бе- 
зумная страсть писать какимъ-то страннымъ и неразумитель- 
ным образомъ, весьма замфтная съ нЪкотораго времени во мно- 
гихъь пзъ нашихь писателей, и безразсудное желанте открывать 
новое при талантахъ, едва достаточныхь для того, чтобы надле- 
жащимъ образвомъ постигать старое, суть два недостатка, кото- 
рые авторъ въ своемъ сочинени намфренъ былъ изобразить и 
изобразилъ какъ нельзя лучше. 

«Во-первыхъ, новая Геометрая, какъ я уже упомянулъ о томъ 
выше, написана такъ, что никто изъ читавших»ь ее почти ни- 
чего не понялъ. 9Нелая покороче познакомить васъ съ нею, я 
собпраль въ одну точку все мое внимане, приковываль ого къ 
каждому перюду, къ каждому слову п даже къ каждой буквЪ, 
и при всемъ томъ такъ мало успфлъ прояснить мракъ, кругомъ 
облегающий это сочинеше, что едва въ состоянии разсказать вамъ 
10, о чемъ въ немъ говорится, не говоря ни слова о томъ, что 
говорится. Авторъ говоритъ, кажется, что-то о треугольникахъ, 
о зависимости въ нихъ угловъ оть сторонъ, чфмъ главнЪЙшимъ 
образомъ и отличается его Геометрия отъ нашей; потомъ пред- 
лагаеть новую теорю параллельныхъ, которая, по собственному 
его признано, находится или нфть въ природЪ, никто доказать 
не въ состоянш; наконецъ, слЗдуеть разсмотрёше того, какимъ 
образомъ въ этой воображаемой геометруи опред$ляется величина, 
кривыхь лин, площадей, кривыхъ човерхностей и объемовъ 
тЪлъ— и все это, еще разъ повторяю, написано такъ, что ни- 
чего и понять невозможно». 

«Во-вторыхъ, въ концф книги г. Лобачевсмй помфстиль два 
опред$ленные интеграла, которые онз открыл мимоходомв, 
идя прямо кз своей ульли далть общяя правила для измпреня 
встъхё зеометрическихь величина и дозволивши себ только 
нюкоторыя примъиешя. Открыт!е весьма замфчательное! Ибо 
одинъ изъ сихъ новыхъ интеграловъ уже давно извЪетенъ, и 
находится гораздо легчайиимъ образомъ; другой совершенно не- 
вфренъ, потому что ведеть къ той нелФпости, которую мы уже 
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замутили выше, т. е. что одинъ и тоть же опрелФленный инте- 


= 
граль равенъ то —, то со. Но не таковы ли и въ самомъ дблЪ 


$ 
4? 
большею частпю бываютъ прославляемыя у паеъ новооткрытя? 
Не часто ли случается, что старое, представленное только въ 
какомъ нибудь странномъ образЪ, выдають намъ за новое, или 
и новое, но ложное за чрезвычайно важное открыте? Хзвала, 
г. Лобачевекому, принявшему на себя трудъ обличить съ одной 
стороны наглость и безстыдство ложныхъ изобрЪтателей, съ дру- 
гой простодушное невЪжество почитателей ихъ новоизобрЪ тен». 

«Но, сознавая всю цЪну сочинешя г. Лобачевскаго, я не могу 
однакожу не попенять ему за то, что онъ, не давъ своей книг 
надлежащаго заглавия, заставилъ насъ долго думать понапрасну. 
Почему бы вмЪфето заглавя: «О началахъ Геометри», не напи- 
сать напримЪрт, — Сатира на Геометрю, Карикатура на Гео- 
метрию или что нибудь подобное? Тогда бы всякий съ перваго взгляда, 
видфлъ, что это за книга, и авторъ избфжаль бы множества, 
невыгодныхь для него тояковъ и сужденй. Хорошо, что мыЪ 
удалось проникнуть настоящую цфль, сь которою написана эта 
книга, —а то, Богъ знаетъ, что бы и я о ней и ея авторЪ ду- 
маль. Теперь же думаю и даже ув$ренъ, что почтенный авторъ 
почтеть себя весьма мнф обязаннымъ за то, что я показалъ 
петинную точку зря, еъ которой должно емотрфть на его с0- 
чиненте» ... 

Такими глумлешями встрфчали русске современники плоды 
тлубокихъ изысканй великаго ума. И есть весьма вЪфекыя осно- 
вашя думать, что приведенная выше въ отрывкахъ статья въ 
«СынЪ Отечества» принадлежить не какому либо диллетанту, а 
«глубокоученому» россйскому того времени академику. ИзвЪетно 
также, напр., что талантливый руссый математикъ того времени, 
Остроградевй, открыто насмЪхалея надъ изысканями казанскаго 
профессора. Заграницей работы Лобаческаго были большинствомъ 
ученыхт, просто не замЪчены. Только отъ орлинаго взора великаго 
Гаусса не укрылась вся важность изыскашй скромнаго русскаго 
провинщальнаго профессора. Но Гауесь сообщить объ этомъ 
только въ частномъ письм$ къ Шумахеру въ 1846 году. Вотъ 
это историческое письмо: 
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«Въ послфднее время я имфлъ случай перечитать пеболь- 
пе сочинеше Лобачевскаго подъ заглавемъ: беотеблзеве Оифег- 
зиспипоеп ии Теоме ег РагаПепиеп. Это сочпненте содержить 
въ себЪ основашя геометри, которая должна бы была суще- 
ствоваль, и строгое развите которой представляло бы непрерыв- 
ную цфпь, если бы Евклидова, геометрия не была истинною. НЪкто 
Швейкарть даль этой геометри пмя <еботбле апябгайе», а 
Лобачевекй— геометрии воображаемой. 

«Вы знаете, что уже пятьдесять четыре года (съ 1792), какъ 
я раздЪляю тЪ же взгляды, не говоря здЪеь о нфкоторыхъ раз- 
витяхъ, которыя получили мои идеи объ этомъ предмет» впо- 
слфдетвш. Олфловательно, я собственно ие нашелъ въ сочинени 
Лобачевскаго ни одного новаго для меня факта; но изложен! 
весьма различно оть того, какое я -прелполагаль сдЪфлаль, п 
авторъ трактуеть о предмет, какз знатока, вё ‘истинно-ео- 
метрическомь дул. Я считалъ себя обязаннымъ обратить ваше 
внимаме па эту книгу, чтеше которой не преминеть вамъ до- 
ставить живЪйшее удовольетве». 


Гетингенъ, 28 ноября 1846 года. 


Зналъ ли что-либо объ этомъ письм% Гаусса Лобачевскй, 
уже вступивиий въ послЪднее десятилЪе своей жизни? Трудно 
дать утвердительный отвЪть. Переписка Гаусса съ Шумахеромтъ 
была опубликована много позже смерти Лобачевскаго. Напеь же 
«Коперникь Геометри», по выражению англскаго ученаго 
Плиффорда, умеръ въ 1856 году 12 февразя. Признаве и 
оцЪнка его заслугь принадлежить послднимь 2—8 десятил?- 
ямъ, когда понимаю и уясненио его гешальныхь мыелей 
была посвящена цфлая литература. 

Пониманио Лобачевекаго въ особенности  содЪйствовалл 
своими трудами таше выдающиеся ученые, какъ Бельтрами, 
Риманнъ, Гельмгольць, Кэли, Гуэль, блейнъ, Клиффордъ, Ли, 
Пуанкаре, Виллингъ и проч... 

22 октября 1393 тода Росая, или, вфрнЪе —веф русеыя 
физнко-математичееня общества торжественно справляли 100- 
лфтшя помпики дня рождешя Лобачевскаго. Незадолго до этого 
времени Казансый университеть издаль «Полное собраше со- 
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чиненй по геометри Н. И. Лобачевекаго» въ 2-хъ томахь 
(1883 ип 1886 тг.), но въ самомъь дфлВ «Полнолю собратя» 
вефхъ безъ псключешя сочиненшй великаго русскаго «Копер- 
ника Гоометри» н%®тъ,—да и будеть ли скоро?.. Въ общемъ, 
надо сознаться, что Лобачевекому па Русп «везеть» гораздо 
менфе, чЪмъ заграницей. Проявивиййся было въ юбилею 1893 
года интерееь къ Лобачевскому въ широкихъ кругахъ скоро 
ослабъ. Были собравя различныхь обществъ, были дфльныя, 
красивыя рЪчи, но... «облетфли цвфты, догорфли огни» п... все 
почти остается по старому, —п это въ то время, какъ изыскал 
шя Лобачевскаго о параллельтыхь литяхъ приняты, напр., 
вь японскихь школахъ въ качеств пособя при преподаванш 
геометрии. Слфлуеть, положимъ, сознаться, что чтеме многих 
произведенй Лобачевскаго въ подлинникЪ требуеть довольно 
значительной подготовки. Лобачевскй, вообще, кратокъ и сжатъ. 
Но, съ другой стороны, ничего почхи не сдфлано до сихъ поръ 
У насъ къ понуляризаци работь Лобачевскаго въ смысл пе- 
реложеня ихъ на болфе понятный современный математическй 
языкъ. Единственную достойную вниманя попытку въ этомъ 
отношеши мы нашли въ работ® Н. П. Соколова: «Значеше 
изсльдована Н. И. Лобачевекаюо в5 Геометри и ить вляше 
па ея дальнъйшее развитае». 

Талантливый авторъ въ этой книгЪ дфлаеть попытку изло- 
жить но возможности кратко п популярно содержаве главнаго 
сочинешя Лобачевскаго «Новыя Начала Геометруя». Нельзя не 
привЪтствовать такой попытки, какъ нельзя не пожалфть и о 
томъ, что г. Соколовъ не продолжаль своихъ трудовъ къ даль- 
нЪйшей и еще большей популяризащи трудовъ Лобачевскаго. 
Во всякомъ случа ближе къ концу этой книги читатель най- 
деть содержаше «Новыхъ Началь Геометрии» „Лобачевекаго въ 
изложени И. П. Соколова. Быть можеть, чтеше этой главы 
заинтересуеть кого-либо настолько, что направить его на путь 
изученя подлинныхь трудовь Лобачевскаго для широкой попу- 
ляризаци его идей. 


ВЪ ЦАРОТВВ ОМЕКАЛЕЛ. 13 
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Два письма о постулат Евклида. 


Какъ разъ въ то время, когда въ старой губернской казап- 
ской глуши Н. Ц. Лобачевсюй уже рфшилъ и обнародоваль 
свое рЪшеше относительно м%ста п значеня въ геометрии 11-ой 
аксюмы (постулата) Евклида, извфстные европейсше учепые 
все още дЪлали тщательныя попычки «доказать» это Евкли- 
довское допущене. Авторитеть Евклида быль еще настолько 
великъ, что никто ие осмфливалея подозрЪвать о возможности 
геометрии и пространства, отличныхъ оть Евклидовскихъ. Вее 
дЪфло заключалось только, по мнфшю тогдашнихь ученыхъ, въ 
возможномъ упрощени ‹Началъ» александрйскаго геометра;, — 
въ стремлении изложить теорю параллельныхь ли безъ зна- 
менитаго постулата. Нижеприводимое письмо (оть 1831 г.) 
проф. Шумахера къ Гаусеу даетъ настолько тиничный образ- 
чикъ подобныхь попытокъ, что приводимъ его въ подлянномь 
перевод: 


Шумахеръ къ Гауссу. 


Я беру на себя смФлость представить вамъ попытку, кото- 
рую я сдёлаль, чтобы доказать, безь помощи теорш паралле- 
лей, предложеше, по которому сумма трехъ угловъ треугольника 
равна 180°, — откуда вы- 
текало бы само собою до- 
казательсчво  Езвклидовой 
аксломы. Елинетвенныя тео- 
ремы, которыя я предпо- 
лагаю доказанными, суть: 
что сумма всфхъ угловъ, 
образуемыхь около одной 
чочки, равна 360° пли че- 
тыремъ прямымтъ угламъ, 
и еще, что углы, противоположные въ вершинЪ, равиы. 

Продоляиугь неопредфленно стороны прямолинейнаго тре- 
угольника АВС (черт. А), пли, другими словами, разсмотримъ 
систему трехъ прямыхъь въ одной плоскости, которыя своими 


Черт. А. 
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пересфченями образують треугольникь АВС. При трехъ вер- 
шинахь имфемь уравнентя: 


2а-- 2а=44, 
2% -|- 28 = 44, 
е--27=4а, 


откуда 


а-- В 1=6а — (а ё- с). 


Такъ какъ эти соотношен1я существуютъ, какъ бы ни были 
расположены точки А, Би С, или, что все равно, какъ бы 
ни были проведены три прямыя въ плоскости, оставимъ непо- 
движными лини ОС ЕН и 
заставимъ лишю Л проходить 
черезъ точку Л (черт. В) такъ, 
чтобы она составляла съ ЕН 
тоть же самый уголъ, какъ и 
въ первоначальномъ своемъ по- 
доженш, пли вообще, — такъ какъ 
этоть уголъ произволенъ, —такъ, 
чтобы линтя 1 всегда шла виу- 
три угла. Мы будемъ имЪть тогда, 


а с—=44. Черт. В. 


Сл/лдовательно 


а-- В--т=24. 


Можеть быть, возразять на это, что хотя п имфемъ по 


предположентю 
Ь (черт. А)=6 (черт. В), 


но что равенство: 
с (черт. А)=с (черт. В) 


должно быть доказано. 

Мн% кажется однако, что, вслФдетне произвольной величины 
угловъ, въ этомъ доказательств нфть необходимости. 

Таковы начала доказательства, о которомъ я жду вашего 
отзыва. Я прибавлю только въ оправдане моего разсужденя, 


что, хотя второе дЪйстве и уничтожаеть треугольникь АВС, 
ты 
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но оно не уничтожаеть угловъь треугольника. Вакъ бы ни были 
расположены лини, всегда имфемъ: 


ЛВН=В, @ОР=т, РАЕ-=а, 


какъ въ конечномъ треугольникЁ, такъ и въ исчезающемъ; 
сумма: 


ТАН САРАЕ 


всегла равна, слфловательно, сумм угловъ прямолинейнаго 
треугольника. 

Такимь образомь докажемъ предложене для произволь- 
наго треугольника (котораго углы суть А, В, С), проводя ли- 
ши О@, ЕН такь, чтобы было а= А, и дфлая кром? того 
ТАН=В и САЕ=С. Если бы тогда ГАР оказалась не пря- 
мою, но ломаною лишею Г4А.”, то уголь с едФлася бы меньше 
на 4с; но уголъ 6 сталь бы па ту же величину больше, такт 
что сумма этихъ угловъ осталась бы безъь перемЪны, п мы 
имфли бы, —что намъ и требуется для доказательства, —равен- 


ство: Ь-с (черт. А)=Ь-с (черт. В). 


Копенгагенъ, 8-го мая 1881 года. 


Гауссъ къ Шумахеру. 


Разсматривая внимательно то, что вы мн% пишете о теорш 
параллелей, я замфчаю, что вы употребили вё вашить разсу- 
жденаяхз, не выразив ео явно, слфдующее предложенте: 

Если двЪ пересЪкаюцаяся прямыя, (т) и (2), обра- 
зуютъ съ третьею прямою (3), ихъ встр5чающею, со- 
отвфтственно углы Аи А", и если четвертая прямая 
(4), лежащая въ той же плоскости, будетъ пересЪ- 
кать (г) подъ угломъ А’, то та же прямая (4) будетъ 
пересЪкать (2) подъ угломъ И". 

Это предхожеше не только требуетъь доказательства, но 
можно сказать, что оно-то, въ сущности, и составляеть ту тео- 
рему, о доказательств которой пдеть рЪчь. 

Воть уже нфеколько недфль, какъ я началъ излагать пись- 
менно нфкоторые результаты моихъ собственныхь размышлений 
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объ этомъ предмет, занимавшихь меня сорокъ лфть тому на- 
задъ и никогла мною не записанныхъ, велфдетне чего я дол- 
женъ быль три или четыре раза возобновлять весь трудъ въ 
моей толовф. Мн% ше хотФлось бы однако, чтобы это погибло 
вмЪетЪ со мною. 


Гегингенъ, 17 мая 1831 года. 


ОтвЪфть Гаусса типиченъ въ томъ отношеши, что указы- 
ваеть на тотъ обыкновенный недостатокъ, которымъ страдали 
вс® безъ исключешя попытки доказать постулать Евклида, или 
обойти его въ теори параллельныхъ лишй. ВмЪето этого но- 
стулата авторы вводили незамютно для самихъ себя какос- 
нибудь новое, нуждающееся въ доказательств», шюдложене. 
Такъ было п съ Шумахеромъ. 

К»ъ крайнему сожалЪн!ю, до сихъ поръ ничего неизвЪстно 
0 томь, остались ли, въ самомъ дфлЪ, въ бумагахъ Гаусса 
хоть каве-либо наброски по этому поводу, какъ онъ пишеть 
въ своемъ письмъ. 

Суть ошибки Шумахера еще лучше выяснится изъ даль- 
нфйшаго, глф о сумм угловъ треугольника будеть также при- 
веденъ извфстнаго рода «софизмъ». 


Выяснене трехъ постулатовъ о параллельныхъ 
линяхъ, 


Въ противоположность постулату Евклида, о которомъ мы 
говорили въ глав$ «Два отрицалельныхь вывода ХХ в\ка», 
Лобачевсый ставить иной, а именно: 

Черезъ данную точку на плоскости можно провести 
неопредЪленно болышое число линй, изъ которыхъ ни 
одна не перес$четъ данной въ ‘той же плоскости лини. 

Въ то же время еще одинъ постулать нфмецкаго геометра, 
Риманна говорить, что 

черезъ точку на плоскости нельзя провести ‘такой 
лини, которая не перес$кала бы данной лиши въ этой 
плоскости. 

Отправляясь оть каждаго изъ этихь допущенй въ отдфль- 
ности, мы получимь три различныхь системы геометри на 
плоскости. Разлище этихь геометрй лучше всего выясняется 
на слфдующемь примЪрЪ: 


© 


Фиг. 97. 


Пусть АВ п РО (см. фиг. 97) будуть двф прямыя лиш. 
лежащя въ одной п той же плоскости и неограниченно про- 
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должаюнияся по обоимъ противоположнымь направленямт,. АВ 
примемъ неподвижной и занимающей опредфленное положенте, 
а РО пусть вращается въ плоскости около точки Р, напр., въ 
направлеши, принимаемомъ за положительное, т. е. обратно дви- 
женщ часовой стрФфлкн, и пусть РО сначала пересЪкаеть АБ, 
какъ указано на фиг. 97. При дальн йшемъ вращеши лити РС, 
точка пересфченя уходить все далфе и далфе вправо и здЪфеь 
логически возможны три случая: 

1) Вращающаяся лизя перестаеть перес$кать неподвижную 
прямую АВ съ одной стороны (напр., справа) п тотчаеъ же 
пеносредственно при продолжени вращеня пересЪкаеть эту ли- 
ню съ противоположной стороны (слфва); 2) или же лишя РО, 
переставъ пересФкать АВ и продолжая вращаться въ нЪкоторой 
части плоскости до новаго пересЪченя, совеЗмъ не ветрЪчаетея 
съ лишей АВ, 3) или, наконецт, наступить такой промежутокъ 
времени, въ продолжене котораго обЪ лиши будуть одновременно 
пересекаться въ двухъ нротивоположныхь паправлентяхъ. 

Первая изъ этихъ возможностей даетъь геометрию Евклида, 
вторая геометрию Лобачевскаго, а третья— геометрию Риманна. 

ИзвЪетнымь образомъ развиваемые п пргобр$таемые нами 
умственные навыки приводять къ тому, что вс три предыду- 
щия донущеня мы посл$довательно иллюстрируемъь довольно 
своеобразнымь путемъ, а именно съ помощью того ойъит- 
ноло поняйя о прямой линш, какое мы уже имФемъ о ней. 
Логически каждое изъ этихъ трехъ донущенй, повторяемъ, такъ 
же допустимо, какъ и другое. Съ этой точки зря, строго 
говоря, нфть никакого основаня одно донущене (постулатъ) 
предпочитать другому. Психологичееки, однако же, выходить 
такъ, что гипотеза Риманна иредставляется начинающему совер- 
шенно недопустимою, и даже допущеше Евклида менфе понятно, 
чфмъ допущен!е Лобамевскаго. 

Интересный опыть въ этомъ отношенти былъ сдфланъ амери- 
канскимь математикомь Уайтомъ (\МПНе) со своими начинаю- 
щими куреь «нормальной школы» учениками. Онъ начертиль 
на доскф рисунокъ, подобный фиг. 9%. изложиль простыми и не- 
многими словами всф три допущеня и попросиль каждаго изъ 
учениковъ высказать свое мифше по поводу каждаго изъ посту- 
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латовъ, записавъ свой отзывъ на клочкЪ бумажки. И вотъ "ока- 
залось, что 46 учениковъ (изъ общаго числа 54) высказались 
за вфрность второго допущешя, т. е. постулата Лобачевскаго. 
Толоса этнхъь 46 подфлились такъ: 2 заявили, что они <дога- 
дываютея», что должно быть такъ, а не иначе; 21, — Что они 
«думають» такъ, 18-—-вЪъ этомъ «вполнф увЪфрены», 19 —<зна- 
ють> это. Что касается постулата Евклида, то за него выска- 
зались только остальные 8 изъ 51 учеников и при томъ такъ, 
что 6 изъ пихъ «думали», что это допущене правильно, а два, 
были ВЪ ЭТОМЪ «вполн® увфрены». Интересно отмфтить обсто- 
ятельство, что среди этихъ не искусившихся еще ни въ какихъ 
софистическихъ изворотахъ умовъ не нашлось ни одного, кото- 
рый бы высказалея за пруемлемость допущеная Риманна. Пони- 
мане его, очевидно, требуеть нЪФеколько болфе повышеннаго 
математическаго развит!я. Въ свою очередь, болышая часть сто- 
ропниковъ большинства, подавшаго голоса за 2-е предположете 
(Лобачевскаго), обнаружили склонность перемфпить свое минте, 
какъ только они узнали, что это предположеше сводится къ 
тому, что двЪ пересфкающияся прямыя могуть быть одновременно 
параллельны одной п той же прямой. Во всякомъ случа$ выше- 
изложенное свидфтельствуеть о томъ, что постулать Евклида не 
пифеть по формЪ характера убфдительности даже для неиску- 
шеннаго ума. 


Обращаясь къ триюномету, возьмемъ линю, дающую 
значения тангенсовь центральнаго угла при возрастави этого 
угла оть 0 до 90°. При величинф угла въ 90° тантенеъ его, 
какъ извЪстно, равенъ со (безконечности). Но какъ только вра- 
щающаяся сторона угла перейдетъ хотя бы безконечно мало за, 
(лЪвЪе) значете 90°, мы принимаемт, что она тотчасъь же пере- 
сфкается съ лишюй тангенсовъ на безконечно далекомъ раз- 
стоя, но въ противоположномъ направленш (внизу), чФмъ 
ратьите. Это пменно допущеше п обосновываеть, слФдовательно, 
нашу тригонометую на началахъ Евклида, а не нныхъ. 


Знаменитый астрономь Кеплеръ ввелъ опредфлене парал- 
лельныхъ, какъ лин, встрючающихся вё безконечности. 
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Такимь опредфлешемь можно пользоваться, пожалуй, даже въ 
элементарной геометриг необходимо только правильно понимать 
его п сь этой иблью перевести на языкъ такъ называемой 
теории предьлове. 

Пусть ливня (фиг. 98) РР’ будеть перпендикулярна къ 50 
и пусть точка © движется все далфе и далфе вправо въ то 
время, какъ точка Р’ остается неподвижной, и пусть, наконец, 
уголь РРЕ будеть предфль, въ которому приближается уготъ 
Р.РО при безпродфльномъ возрастанйи разетояня () оть у. В 

Р 


Ъ! 
Фиг. 98. 


такомъ случаз РВ ость лишя, параллельная 5%. То есть парал- 
пельшость приписывается предфльному положеню пересфкаю- 
щихся лин, когда точка лересфчешя уходить въ безконечность. 
Это поняше мы и выражаемъ коротко извЪетными словами. что 
«параллельныя прямыя вотрфчаются въ безконечноети». 


Возвращаясь къ нашимъ тремъ постулатамъ, предположим 
(см. фиг. 98), что точка Р неподвижна. & РБ передвигается 
такъ, что точка © уходить безпредфльно влЪфво, при чемъ, при 
безпредвльномъ возраставшш Р'5 уголь 1РР’ будеть предфломъ 
для угла ЭРР'. Вь такомъ случаф ТР есть ливя, параллельная 
50. Итакъ: 

Согласно съ постулатомь Евклида РТ и РЁ составляють 
одну прямую лин: 

Согласно Лобачевскому, 00% эти прямыя могуть предета- 
влять и нЪ®которую ломаную лин!ю. 

Наконець, по допущеню Риманиа, © и © не могуть уда- 
литься на безконечное пространство (но @ переходить, такъ 
сказать, чрезь значене 5 опять къ Р), а это, по понятьямъ 
теор!и предфловъ, не есть предфльное положене п, слфдова- 
тельно, не параллельная линёя въ Евклидовскомъ смысл этого 
слова. 
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Сумма угловъ треугольника. 


ИзвЪстная теорема о суммЪ утловъ треугольника во везхъ 
учебникахъ геометрии доказывается па основании теоремъ о парал- 
лельныхь лимяхъ. Но мы знаемъ уже (см. предыдущую главу), 
что въ теори параллельных есть одно не могущее быть дока- 
заннымъ допущене—знаменитый Евклидовъ постулать. Сл%до- 
вательно, строго говоря, и теорема, о суммЪ угловъ треугольника, 
оказывается недоказанной. 

Но воть другое «очепь простое» доказалельетво этой важн\й- 
шей теоремы, — доказательство, которое, казалось бы, должно по- 
ложить конець вефмъ сомнфшямь и спорамъ. 

` Пусть сумма угловъ треугольника равна не двумъ прямымъ, 

а какой-нибудь еще неизвЪстной пока величин, которую 060- 

значимъ черезъ х. Проведемъ въ треугольник АВС линю СО, 

Гы соединяющую вершину С съ 

произвольной точкой основан1я. 

Имфемъ два новыхъ треуголь- 

ника АДС н ОВС. Сумма уг- 

А - в ПовЬ каждаго изъ нихъ равна #, 

и а сумма этихъ суммъ = 24. Яено, 

что если оть этой суммы отнять 

углы Ти (т.е. 24), то получится сумма угловъ треугольника 
АВС. Слфдовалельно, мы въ правЪ написать уравнен!е 


2% —24=%, 


откуда 2 —24, другими словами: сумма уловз треуюльника 
равна двумз прямыма. 

Правильно ли это доказательство? Конечно, н%фть. Это не 
болфе, какъ софизмъ, п мы сейчасъ укажемъ, гд% здЪсь кроется 
ошибка. 


Ходъ доказалельства совершенно вЪренъ, по съ самаго же 
начала сдфлано было бездоказательное допущене. Вспомнимъ, 
что мы приравняли сумму угловъ всякаго треугольника непз- 
вфстной величин% 4. Хотя, казалось бы, мы ничего этимъ не 
предршаемъ, но на самомъ дфлЪ мы утверждаемъ заранъе, что 
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сумма угловъ одинакова у все треуюльниковв, — другими 
словами, что она есть воличина постоянная. Между тъыъ въ 
этомъ-то и заключается весь вопросъ. Если бы было доказано, 
что у всЪхъ треугольниковъ, разной формы п размФровъ, сумма 
Угловъ остается постоянной, то ужъ не трудно было бы, какъ 
мы видфли, доказать, что постоянная эта есть именно 24, а не 
какая-либо другая. 

Итакъ, выше мы доказали не ту теорему, которую брались 
доказать, а ипую: 

если сумма узловх треуюльника есть величина постоян- 
ная, то она равна 84. 

Эта новая теорема, которую мы случайно н неожиданно для са- 
михъ себя доказали, не совсЪфмъ, однако, безполезна: она поможетъ 
намъ кое-что уяснить въ области не-Евклидовыхъ геометрй. 

Для этого мы ‘сначала перефразируемъ эту теорему, — вы- 
скажемъ то, что въ геомети называется теоремой «обратной 
противоположной». Получимт: 

если сумма у1ловз треуюльника не равна 24, то она, не 
есть постоянная величина. 

Какъ и вс ‹«обратныя противоположной», теорема эта, 
должна быть вфрна, разъ вфрна прямая теорема. Да и въ сва- 
момъ дфлЪ, если бы сумма утловъ /\-ка была величиной по-. 
стоянцой, то, согласно прямой теорем%, она, РАЕН бы 24— 
что а. условю- 

Отсюда сразу получается очень важный выводъ. Мы знаемъ, 
что въ геометрии Лобачевскаго сумма угловъ треугольника меныше 
24, а въ геометри Риманна больше 24,— т.е. и въ томь и дру- 
гомъ случаф она не равна 24. Пользуясь нашей теоремой, мы 
заранфе уже, не зная деталей этихъ не-Евклидовыхъ геометрий, 
можемъ утверждать, что въ этихъ геометуяхъ сумма 91068 
преуюльника есть величина перемтнная. Въ этомъ-то непо- 
стоянствз суммы угловъ треугольника и заключается характер- 
ное отличте упомлнутыхъ не-Евклидовыхъ геометрий. Не то важно, 
что сумма угловъ /\-ка болыше или меньше 24, а то, что она 
вообще не есть величина постоянная. 

Итакъ, воть чему научило насъ разсмотр®е приведеннаго 
выше софизма: 
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1) Въ Евклидовой геометрит сумма угловъ треугольника есть 
величина постоянпая и равня 24. 

2) Въ геометрш Лобачевскаго и Риманпа сумма угловъ тре- 
угольтика не есть величина постоянная. 


Задача 68-я. 
НЬ6сколько «коварныхъ> вопросовъ. 


Какое число дЪлится на всякое другое число безъ 
остатка? 
* * 
* 


Можетъ ли дробь, въ которой числитель меньше 
знаменателя, быть равна дроби, въ которой числитель 
болыше знаменателя? Если н$тъ, то какъ же 


А 
6 —1 


ж 


Въ пропорщи: 


и 


каждый изъ крайнихъ членовъ не болыше ли, чЪмЪ- 
каждый изъ среднихъ? Что же сд$лалось съ извфст- 
нымъ намъ «правиломъ», что въ пропорции «большй 
членъ такъ относится къ менынему, какъ больышй же 
къ меньшему»? 


* * 
ж 


Можно ли написать равенство, что 


полуполный стаканъ = полупустому стакану? 


* * 
ж 


Есть ли на свЪтТБЬ люди съ одинаковымъ числомъ 
волосЪ на голов? 
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0 четвертомъ изм5рени по аналоги. 


Американсый математикъ \. Е. \Ъ\е разсказываеть объ 
интересномъ вопросЪ, ‘который предложиль ему одинъ изь ого 
слушателей въ нормальной школ, и передаеть свой отвЪтъ 
на него. 

Вопрос. Если слёдъ движущейся точки (не имфющей изм$- 
ренй) есть линйя (одно измфренше), а слбдъ движешя линш 
есть поверхность (два измзренйя), наконець, слёдъ движеня 
поверхности есть тФло (три измфреня),— то почему же не за- 
ключить, что слфдъ движешя тЪла есть величина четвертаго 
измфрен1я? 

Отвтьтв. Если бы ваши предположеншя были вЪфрны и со- 
вершенно точны, то по аналоги могло бы быть вЪзрнымъ заклю- 
чен!е. Путь движущейся въ пространств точки есть, ДЪйстви- 
тельно, линйя. Слфдъ движеня лини даеть поверхность, но за 
исключещемь случая, когда лин!я движется въ своемъ собствен- 
номъ измфренти, — скользить, такъ сказать, по своимъ собствен- 
нымъ слфдамъ. Слфдъ движешя поверхности даетъ тЪло, но 
только вф томъ случа, когда поверхность движется не въ сво- 
пхь двухь, а въ новомъ, третьемъ, измфренш. Образоване ве- 
личины четвертаго измфрешя движешемъ тЪла предполагаетъ, 
слфдовалельно, наличность этого самаго четвертаго измфрешя, по 
которому т$ло могло бы двигаться. 


Въ стран чудесъ математики, 


Во время своего пребываня на курсахъ Елена полюбила 
математику и дФлала въ ней болыше успфхи. Одну изъ лекшй 
профессоръ какъ-чо посвятиль выяснено поняття о простран- 
ств$ я-измфревй, а незадолго передъ этимъ дома Елена 
прочла, по его совфту, очень интересную небольшую книжечку 
«Страна плоскости. Разсказв изь области мнозитз измени». 

Вернувшиеь съ запяй въ жаркое майское утро, молодая 
дЪвушка сфла въ легкое кресло-качалку и съ удовольствемъ 
отдыхала. Тихое покачиванье качалки навфвало на нее легкое 
полузабытье, а въ головЪ мелькали одна за другой геометри- 
чесмя фигуры: прямыя, кривыя линш, круги... Въ послёднее 
время среди студентовъ предметомъ упражневй и оживленныхъ 
обсуждешй были кривыя лин, носивийя поэтическое назваше 
«цфией маргаритокъ». 

— Какая она длинная, эта лин!я! — думала Елена. — По- 
жалуй, что ей нЪФть конца... Въ дЪтств® я читала книжку «Въ 
стран чудесъ» п помню, что: послф того я н%сколько ночей 
видфла во снф, какъ путешествую по этой стран%. Вотъ, если бы 
сдфлалься опять маленькой дЪфвочкой, попасть въ страну чудесъ 
п тамъ найти концы «маргариткиныхь цфпей». Но возможно ли 
это? У круга, наприм®уь, н®ть конца, какъ извъетно. Можоть 
быть, я пришла бы къ безконечнымт, вфтвямъ кривой... 
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Вдругь Елена очутилась па узенькой тропинк%, почти за- 
крытой большими деревьями. Она пошла по этой тропинки 
пришла въ большую тропную залу, гл сидла прелестпая жен- 
щина, похожая на фею или «богиню». Приблизясь къ трону, 
Елена вЪжливо поклонилась. 

— Здравствуй, Елена! — привЪтливо сказала фея. 

Елен$ не показалось страннымъ, что прекрасной незнакомк® 
известно ея имя. 

— ТебЪ хочется побывать въ странЪ чудесъ? 

— О да! — съ жаромъ отвфтила Елена. 

— Я дамъ тебф въ провожатые одного изъ мопхъ при- 
дворныхъ, — сказала фея, махнувъ палочкой. 

Тотчасъ же появился юноша въ костюм% пажа. Онъ прокло- 
ниль колЪно передъ феей, затЪмъ привЪтливо поклонился Елен%. 

— Воть, Роландъ, — сказала фея, — эта д®вушка желаеть 
идти въ страну чудесь,—поручаю ее твоимъ заботамь. Покажи 
ей все, чфмъ она будеть интересоваться. 

Сь этими словами она передала свой волшебный жезть пажу 
и сама исчезла. 

— Идемы-сказаль пажъ, подавая руку Елен® и махнувъ 
жезломъ. 

Въ туже минуту они очутились въ совершенно новой свое- 
образной и удивительытой м%етности. 


Все, что здЪсь существовало, тянулось только 65 длину, но 
но имфло ни толщины ни ширины. Изм%рен!я въ этихь двухъ 
послфднихь направленяхь были совершенно невозможны: на» 
столько предметы были тонки и узкп. Жнвыя существа въ этой 
стран могли двигаться только по одной какой-либо линти. 

— О! я понимаю! — воскликнула Елена.— Это страна, лин. 
Я читала о ней. 

— Ца, — сказаль пажь, — я только то и могу вамь пока- 
зать, 0 чемъ вы читали или думалн. 

Елена вопросительно посмотр%ла на его жезлъ. 

— П 570, въ самомь дфлЪ, великое чудо! — подтвердилъ 
пажь. — Показывать вамъ такимъ нагляднымъ образомъ все, о 
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чемь вы только думали, вёдь и это волшебство! Но показы- 
вать вамъ то, о чемъ вы никогда и не думали даже, это 
было бы... 

Елена не разслышала послФдняго слова, ий Нажъ опять 
махнулъ  жезломъ. 

Онн находились теперь въ мЪетЪ, откуда страна лин 
была видна яснфе. лена протянула ладонь поперекъ люнйи 
прямо противь одного изъ движущихся по линш странныхь 
жителей. Онъ внезанно остановился. Она отняла руку. Но оби- 
татсль страны лин остодбенфль оть изумлешя: какое-то тайн- 
ственное тЪло, или, по его поняпямъ, точка внезайно появилась 
въ его пространств® и такъ же внезапно исчезла! 

Елен% странно было видфть, какъ вся жизнь обитателя 
страны линЙ заключена между двумя точками. 

— Они никогда не обходятъь пренятств!!-— замтила, она. 

— Лишя—это ихъ мфъ... Маръ одного измфрешя...—ска- 
заль пажь.—Какъ это кто-либо выйдегь изъ своего мпра, чтобы 
обойти вокругъ препятствая?.. 

— Не’ могла ли бы я поговорить съ ними и разсказать о 
второмъ измЗрени? 

— Эти существа не имфють второго измфреня!—лакони- 
чески сказалъ пажь. 

— Хороню!—емфяеь продолжала Елена. — ДЪйствительно, 
это такъ. Ну, а если они случайно выйдуть изъ предфловъ 
своего узкаго мара? 

— Случайно?—съ изумленемъ повторилъ пажъ.—Я думалъ, 
что вы болфе философъ 

— Н%ть— скромно возразила Елена;—я еще только школь- 
ная ученица. 

— Но вы ищете знаня п истины и любите ихъ. РазвЪ это 
не значить быть философомь? 

— Правда, — согласилась Юлепа;—пожалуй, я могу считать 
себя философомъ. Но скажите, все-таки, какъ подобное существо 
можеть получить точное поняте о проетранствЪ, отличномъ оть 
того, въ которомъ заключено оно. 

— Оно можеть, вфроятно, обратиться къ существу нЪсколь- 
кихь измфрений... 
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Елена на мпнуту пришла въ замфшательство, думая, что ея 
проводникъ шутитъ. Но тотъ совершенно серьезно продолжал. 

— Существа одпого изм5решя могуть почувствовать другое 
измЪренте только при воздЪйстни иныхъ существъ не изъ ихъ 
пространства. Но обратимся къ другому му. 

Пажъ снова махнулъ жезломъ, и они увидали новую область, 
всЪ обитатели которой имфли длину и ширину, но не им ли 
толщины. 

— Это страна плоскостей! весело сказала Елена, а чрезъ 
минуту прибавила:—но только я думала, что илоскостныя суще- 
ства всЪ представляютъ собой правильныя геометрическия фигуры, 
& здесь я вижу очень разообразныя. 

Пажт, расхохотался такъ громко и заразительно, что Елена 
стала вторить ему, не зная еще причины его смфха. Онъ объ- 
яснился. 

— Вы представляли себЪ, значитъ, такую страну плоскостей, 
гдф государственные мужи похожи на однообразные правилыьтые 
квадраты, н гд% остроуме формъ есть принадлежность низшихъ, 
а однообразие считается отличемъ зналности. Да, есть и такая 
страна плоскостей, только пишетея она съ прописной, а не съ 
маленькой буквы... 

Елена стала присматриваться къ жизни существъ съ двумя 
измфренями и размышлять о ихъ сферф представлен. Она 
соображала, что многоугольники, круги и всявя другя плоскя 
фигуры всегда видны имъ только, какъ отр зки лин1й; что они 
не могуть видЪть угла, но могуть вывести заключеше о его 
существовании; что они могуть быть заключены внутри четыре- 
угольшища илн другой плоской фигуры, если она имфетъ за- 
мкнутый периметрь, который они не могуть перес$чь; и если 
существо трехъ измфрешй пересФкло бы ихъ пространство (по- 
верхность), оно могло бы понять только сфчеше на, поверхности, 
сдфлаинное этимъ трехмфрнымъ тфломъ, такъ что тфло предста- 
влялось бы имъ существомъ также двухь измфренй, но обла- 
дающимъ чудеспыми свойствами и могуществомь движешя. 

Елена заинтересовывалась все больше и больше. 

— Покажите мн% пространства еще и другихъ измбренй!-— 
просила она спутника. 


ВЪ ЦАРСТВЪ СМЕКАЛКИ. 14 
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— Хорошо! Пространетво трехъ измФренй вы можете вВиДЪТЬ 
во всякое время, — сказаль пажъ, махнувъ жезломъ и измфияя 
картину.— Но, если вы возьмете мой жезль и еъ его помощью 
покажете мнЪ пространство четырехъ измфрен!, то я буду вамъ 
очень благодарен! 

— О, этого я не моту!— воскликнула Елена. 

— Ия тоже. 

— А можеть кто-нибудь это сдфлаль? 

— Говорять, что въ пространств четырехъ измен! можно 
видЪть внутренность нашего закрытаго ящика, смотря въ него 
изъ четвертаго изм5реня такъ, какъ вы могли видфть внутрен- 
ность прямоугольника въ страиЪ плоскостей, смотря на мего 
извнф, сверху внизъ. Говорять также, что въ четырехмрномъ 
пространств не можеть быть завязанъ узелъ. Сущеетво этого 
четырехмрнаго пространства, переходя въ паше, должно ка- 
заться намъ существомъ трехъ измфренй, такъ какъ все, что 
мы можемъ видЪть отъ такого существа, есть только сЪченте, 
сдфланное имъ въ нашемъ пространствЪ, и это сфченю есть то, 
ч10 мы называемъ тФломъ. Это существо можетъ представиться 
намъ, скажемъ, какъ человфкоподобное. И оно можетъ быть, 
дЪйствительно, не менфе человфкомъ, чЪмъ мы, п не мене 
реальнымт, а даже болфе реальшымъ, если только слово «реаль- 
ный» здесь приложимо. Существа страны плоскостей (двухь 
измфренй), переефкаютия страну линй (пространство перваго 
измфреня) кажутся обптателямъ линейнаго пространства суще- 
ствами одного измфрешя, только обладающими чудеснымьъ могу- 
ществомъ. Точно также наше трехмФрное тфло въ плоскомъ 
(лвухмрномъ) пространетвЪ. ПересЪчеше наше съповерхностью— 
это и все, что видимо и понятно для существа плоскоствого 
пространства, и только это пересфчеше, только одна, фаза нашего 
тЪла доступна существу двухъ измфрешй. Отсюда слФдуетъ 
заключить, что существа боле чЪмъ трехъ пзмфрешй пмфютъ 
чудесную для насъ способность появляться п исчезать, входить 
п уходить изъ комнаты, гдф заперты всЪ двери; опи могуть 
казаться намъ «лухами», хотя вмфетБ съ тфмъ онф могуть 
быть на самомъ дЪфлЪ существами боле реальнымп, чЪмъ мы 
сами. 
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Онъ замолчаль, а Елена замфтила: 

—щ Все, что вы сказали, есть только результаль извфетнаго 
рода логическихъ соображенй. Я хотфла бы видфъть четырех- 
мфрное пространство. 

Спохватившись, она, сообразила, что такая настойчивость мо- 
жеть быль неделикатной по отношеню къ спутнику, и она 
прибавила: 

— Но я знаю, что жезль не можеть показывать намъ все, 
что мы захотЪли бы видЪфть. Тогда не было бы предфловъ па- 
шему познанию. 

— Можеть быть, безпредвльное познане есть то же, что п 
безконечное познане? — спросиль пажъ. 

— Это похоже на каламбуръ,— отвфтила Едена.— Не есть 
ли это простая игра словъ? 

— А воть идегь господинъ Вычислителевъ. Спроснмъ его 
мнфшя.— Эй! Господинъ Вычислителевны 

Елена увидфла почтеннаго пожилого господина съ развф- 
вающейся бЪлой бородой. Онъ обернулся, когда услыхалъ 
свое имя. 

Пока `онъ приближался, пажъ скаваль тихо Елен?; 

— Омь будеть въ восторг оть такой ревностной ученицы, 
какъ вы. Это для него праздникъ. 


Вычислителевь съ болышимъ достоинствомт раскланялея съ 
Еленой и ея спутникомъ и, ознакомившись съ темой разговора, 
началь такъ энергично высказывать своп мнЪФн!я, что пажъ 
остановиль его: 

— Осторожнфе, это не спещалиеть по математик. 

ЕленЪ неособенно понравилось это замфчане, такъ какъ 
она вообще не соглашалась, когда дЪвушекъ считали менфе спо- 
собными къ математик, чЪмь другихъ людей. «Ну, да это 
шутка!» —подумала опа про себя п продолжала слушать. 

Вычиелителевт продолжалъ начатое поясненю. 

— Если вы хотите спросить, одно ли п то же безпредльно 
увеличивающееся персмЪнное п абсолютная безконечность, то 


я отвфчу ить! Безграшично, пли безиредЪльно, увеличиваю- 
14* 
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щееся перемфнное всегда ближе къ нулю, чФмъ къ абсолютной 
безконечиости. Для простоты пояснешя сравнимъ такое пере- 
мфнное съ другимъ однообразно измфняющимся перемфннымь,— 
со временемъ. Предположимт, что разсматриваемое нами пере- 
мфнное удвапвается каждую секунду. Въ такомъ случаЪ все 
равно, — какъ бы долго ни продолжалось подобное увеличене 
перем ннаго, оно все-таки будетъь ближе къ нулю, чЪмъ къ 
безконечности. 

— Поясните, пожалуйста, попросила Елена. 

— Хорошо! — продолжалъ ШВычислителевъ. — Раземотримъ 
значеня перемфинаго въ нфкоторый моментъ. Въ этоть моменть 
значеше перемЪннаго равно только половин» того, которое оно 
пробр$теть черезь секунду, и равшо четверти того значенйя, 
которое получится черезь 2 секунды, если оно будеть все воз- 
растать. Такимъ образомъ теперь, въ данный моментъ, оно го- 
раздо ближе къ нулю, чфмъ къ безконечности. Но то, что вЗрно 
относительно перемЪннаго въ данный моментъ, будеть вЪрно 
и въ слфдуюцщий п, вообще, въ каждый моментъ. И какъ бы 
перемЪнное пи возрастало, опо всегда будеть ближе къ нулю, 
чЪмъ въ безконечностн. 

— Значтегь, — сказала Елена,— правильн%е говорить «без- 
пред$льно увеличивается», вмфсто «приближается къ безконеч- 
ности, какъ къ предфлу>. 

— РазумФется! Перемфнное не можеть приближаться къ 
безконечностн, какъ къ предфлу. Учащимся часто напоминаютъ 
объ этомъ. 

— & думаю, — замфтила Елена, — что знан!е можно увеличи- 
вать всегда, хотя это и кажется чудеснымъ. 

— Что вы называете чудеснымъ? 

— Потому что...-начала Елена п остановилась. 

— Вогда начинають съ «потому что», рёдко даютъ отв ть! — 
сказаль пажт. 

— Боюсь, что я дЪйствительно не отвфчу, — произнесла 
Елена. — Обыкновенно называють чудесным то, что является 
отступлешемт, отъ естественныхъ законовъ. 

— Мы должны показать барышнЪ пачертанте кривой, — ска- 
залъь Вычислителевь паху. 
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— Вонечно, — отвфтиль» тотъ. 
спросиль онъ Елепу. 

— Благодарю васъ, — отвЪтила Елена, —но я не могу остаться 
здЪеь до вечера. 

— Хорошо, мы покажемъ вамъ ихъ очень скоро. 

— Фейерверки при диевномъ освЪщенш?— спросила Елена. 

Но въ ту же минуту пажь махпуль жезломъ ин наступила 
ночь, свЪтлая ночь, хотя безъ луны и зв?здъ. 

Такъ какъ эта перемфна была сдфлана при помощи магиче- 
скаго жезла, то Елена пе очень была изумлена. 

— Тешерь вы мн покажете начерташе кривой?—епро- 
сила она. 

— Да, — сказаль пажъ. 

Разговаривая такимъ образомъ, всф трое шли дальше, пока, 
не подошли къ мфету, гдЪ находилось ифчто въ родф элек- 
трической станции подъ наблюдешемъ прелестной молодой жен- 
Инны. 

— Эт Ана-Литика,—сказаль Вычислителевь Еленф,— вы, 
вфроятно, съ ней знакомы. 

— Знакомое имя, сказала Елена, но я не припоминаю, чтобы 
видЪфла гдЪ-нибудь эту госпожу. Мнф хотЪлось бы познакомиться 
съ ней. . 

Познакомившись, Елена назвала женщину «госпожа Литика»>. 

Но та улыбнулась и сказала: 

— Меня никогда такъ не зовутъ. Веф зовуть меня обыкно- 
венно «Ана-Литика». 

— Эта барышня хотфла бы познакомиться съ нфкоторыми 
изъ вашихъ работь,— сказалъь Вычислителевъ. 

— Пиротехническое начерташе кривой, — пояенилъ словоохот- 
ливый нажъ. 

— Пожалуйста, покажите намъ алгебраическую кривую съ 
особенной точкой, —прибавиль Вычислителевь. 

Ана-Литнка тронула одну изъ кнопокъ и сквозь темноту 
прорЪзалась полоса яркаго свфта, образовавшая зь пространетвЪ 
блестящую плоскость. Затфмъ она поблекла, но остались два, 
луча, перпендикулярныхь одинъ къ другому. Изображеше было 
слабое, но непзм5няющееся. 


Любите вы фейерверки? — 
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— Это оси координат, — объяснила Ана-Литика. 

Опа нажала вторую кнопку, и Елена увидфла нфчто, по- 
хожее на метеоръ. Онъ явился изъ огромнаго отдалешя, пересЪкъ 
лучъ свфта, который быль названъ одной <изъ осей», п понесся 
по другую сторону этой осп такъ же быстро, какъ появился, все 
время двигаясь въ плоскости, показанной первоначальной исчез- 
нувшей полосой свЪта. Елена невольшо подумала о кометф. Но 
выфето кометнаго блестящаго хвоста, пронесиийел «метеоръ» оста- 


у 


Фиг. 100. 


вилъ за собой неизм$няемый путь свфта въ вилЪ кривой лин?и. 
Ана-Литика близко подошла къ Елен%, и 00% дЪвушки смотр®ли 
на блестящую кривую, которая тянулась сквозь темноту на все 
пространство, которое только было доступно зрЪнию. 

— Какъ это красиво!—воскликнула Елена. 

Попытка изобразить на бумаг» то, что видфла Елена, даеть 
объ этомъ не столь сильное и эффектное иредставлене. На фиг. 
100-ой даны оси координатъь и самая кривая. 

Вдругъ Елена воскликнула: 
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Это, вЪдь, опдюльная точка свюъта?— При этомъ она по- 
казали на точку, обозначенную па фигур? буквой Р. 

— Это точка кривой —сказала Ана-Литика. 

— Но она такъ отдалена отъ всей остальной кривой! — за- 
мЪтила Елена. 

Отойдя къ аппарату и дЪлая что-то, чего Елепа не могла 
раземотрЪть, Ана-Литика начала писать въ темнотЪ, словно 
на аспилной доскЪ. Знаки выходили блестяние и рЪзБо выдЪля- 
лись на темномъ фонф почи. Вотъ что она паписала: 


у ==(2— 2) (1—3). 


Оступя назадъ, она сказала: 

— Это уравнене кривой. 

Елена любовалась горящимъ въ темнотВ уравнешемъ. 

— & никогда не представляла себЪ теометричесяя коордн- 
наты столь красивыми, — сказала она. 

— Точка, о которой вы спрашивали, сказала Ана-Литика, 
есть точка (2, 0). Вы видите, что она удовлетворяетъ уравнению. 
Это точка изображеня. 

Елена теперь замЪтила, что единицы длины были намфчепы 
на слабо видныхь осяхь легкими болфе блестящими точками 
свЪта. 

— Да, сказала она, я вижу ее, но странно все-таки, что 
она отдалена оть остальной кривой. 

— Да — сказать Вычиелителевт, который все время внима- 
тельно слушаль,—вы ожидали, что кривая будегь испрерывна. 
Непрерывность— вотъ постояпная предносылка нынЪ иней научной 
мысли. Эта точка кажется нарушающей этоть законъ; она, слф- 
довательно, есть то, что вы назвали нЪеколько минуть тому на- 
задф «чудомъ». Еели бы всф наблюдаемыя явлентя, кромЪ одного, 
имфли нфкоторую видимую связь, мы были бы склонны назвать 
это одно «чудеснымь», а все остальное естественнымъ. Если 
только то кажется удивительнымтъ, что необычно, то п «чудомъ» 
въ математикЪ слфдовало бы называть всямй отдЪльный случай. 

— Благодарю васъ, — сказала Елена, — я очень хотёла бы 
согласнться съ этигь. Но исключительность смущаеть меня. Я 
хотфла бы думать, что здесь есть общее царство закона. 
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— Очевидно, — сказаль пажтъ, —здфсь исключене! Ясно, что 
здФсь есть разныя альтернативы, какъ, напримФръ, что точки 
нфть на чертежЪ, что чертежъь имфеть сдинствештую точку # 
такз далтье... 

Вычислителевь, Ана-Литика и пажь смЪялиесь. Ча вопроеь 
Елены пажъ пояспилъ: 

— Мы часто говорим «очевидно» или «ясно», когда не 
можемъ даль объяспешя, и часто товоримъ «и такъ далфе», 
когда пе знаемъ, какъ продолжать. 

Елена спачала думала, что эта насм ка относится въ ней, 
но потомъ вспомнила, что опа пи одного такого выраженя не 
употребила. Вообще, вФдь, все это приключен!е съ ней была только 
шутка, а потому она успокоплаеь и стала спрашивать объ инте- 
ресующихт ее предметахъ. 

— Разскажите мнЪ объ этой изолированной, особенной 
точк},— обратилась она къ Вычислителеву. 

Этоть посл$днй обо всемъ говорилъ въ поучительномъ тонЪ, 
который былъ ему свойственъ. 

Вычислителевв. Если вь написанномъ выше уравнения 
кривой х=2, то, какъ видите, у=0. Но для всякаго другого 
значеня х, меньшаго, ч$мъ 8, какое получится значеше для у? 

Елена. Такъ называемое мнимое. 

Вычислителеве. А какъ изображаются мпимыя числа гео- 
метрически? 

Елена. Лишей, длина которой дается абсолютнымъ (или 
ариеметическимъ) числомъ мнимаго количества, и направлен 
которой перпендикулярно къ той, по которой отечитываются 
положительныя и отрицательныя направления. 

Вычислителеве. Хорошо. Въ такомъ случа%... 

Елена (съ восторгомъ). О! Теперь я понпмаю, я вижу. 
ЗдЪеь должны быть еще точки кривой внф плоскости. 

Вычислителевз. Вотъ пменно. Здфеь имфются еще такъ 
называемыя мнимыя втви кривой, п, можетъ быть, Ана-Литика 
будетъ настолько добра, что покажеть ихъ памъ теперь. 

Ана-Литика тронула еще кнопку своего аппарата, и другая 
блестящая кривая прор®залась на фон% ночного неба. Плоскость, 
опредЗляемая этой кривой, была перпендикулярна къ преды- 
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дущей илоскоети (Обозначепная точками лишя на фиг. 101 вос- 
производить обыдениымь образомъ то, что видфла Елена) '). 
— О, я вижу!-—повторила Елена.— Точка Р не есть изо- 
лированная, отдЪфльная, точка оть кривой. Это точка, въ которой 
наша «мнимая» вЪтвь (на самомт, дЪл% столь же дъйствитель- 


Фиг. 101. 


‘ная, какъ и всякая другая) пересфкасть плоскость двухъ осей 
координатъ.. 

— Теперь, — сказалъ Вычислителевъ, — выфето того, чтобы 
подставлять дЪйствительныя значешя для % и находить с0- 
отвфтственныя значеня у, вы можете придавать дЪйствитель- 


т) На этой фигур пунктирная лия ОРО’ если ее повернуть на 90 
около 25”, какъ оси, такъ, чтобы она была въ плоскости, перпендикурной къ 
плоскости чертежа, и изобразить «мнимую часть» чертежа. 

Вычерченная точками и черточками лимя 5ЮРИБ представляеть проекщю 
на плоскость бумаги двухъ <комплексныхъ частей» кривой. Въ.точк® Р каждая 
вЪтвь находится въ плоскости бумат®, для каждой точки В соотвЪтетвуюная 
точки на самой вЪтви кривой находятся на разстояни 0,7 отъ плоскости по 
ту и другую сторону плоскости, для точки 5 соотвЪтетвуюнщия точки будутт, 
на каждой вЪтви въ разстояниг 1,5 отъ плоскости и т. д... 
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пыя значешя у и р®пать уравнене отпосительно 2. И тогда, 
вообще, для каждаго значешя у вы получите 3 значешя 2: 
одно дЪйствительное и 2 комплексныхъь сопряженныхь числа. 
Кривая, проходящая чрезъ всЪ точен съ комплексными абсцис- 
сами, никоимъ образомъ не лежить въ плоскости осей, по въ 
плоскости, имъ перпендикулярной. Впрочемтъ, вы знаете это. 
(Лишя ЭАРВЬБ на черт. 101 представляеть эти вфтви). 

Ана-Лиатика опять обратилась къ аппарату; п эти вЪтви 
кривой появились также въ видЪ свфтящихся линий. 

Елена была очень возбуждена. Глубочайшее удовлетворене 
звучало въ ея голосЪ, когда она сказала: 

— Точка, которая смущала меня своей пепонпятной 0бос- 
бленностью, есть, какъ оказывается, общая точка нЪеколькихъ 
вЪтвей одной и той же кривой. 

—щ Сверхестественное болфе естественно, чфмъ что-либо 
ипое,—сказалъ пажъ. 

«Чудесное, размышляла Елена, есть только особенный слу- 
чай высшаго закона. Мы не понимаемъ фактовъ, потому что 
связь ихъ иногда находится вн% плоскости нашихъ наблюдеши 
или размышленй». ЗатЗмъ она прибавила велухъ: 

— Это я могла бы назвать чудесной кривой. 

— НЪть ничего исключительнаго въ этой кривой, — сказалъ 
Вычислителевъ. Каждая алгебраическая кривая сь сопряженной 
точкой имфеть подобныя особенности. 

Вычислителевь сказаль что-то Ана-ЛитикЪ и она прикос- 
нулась къ аппарату. Послышался сильный ударъ грома. Елена 
очутилась въ своей комналф и, дФйствительно, проспулась оть 
сильнато удара грома. Она приподнялась и старалась припо- 
мнить все, что съ ней было. ЗатЪмъ она сказала сама себ?: 

— Нфть никакихь кривыхъ изъ свфта, пересефкающихь 
небеса. И пространства одного или двухъ измфренй суще- 
ствують только въ нашемъ ум. Они—абстракцш, какъ и про- 
странство 4-хъ измфрен!й. Но все-таки они мыслимы. Л рада, 
что видфла такой сонъ. Воображене есть волшебный жезлъ. 
Предстоящая мн%Ъ жизнь будетъ настоящая страна чудееъ п... 

Въ это время 00й часовъ нрерваль ея мысли и напомнилъ, 
что пора идти на вечершя занятйя. 
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Случай съ Пляттнеромъ. 


Опиеанныя въ предыдущей главф сонныя грезы молодой 
курсистки, въ частности о возможности пространства, отличнато 
оть нашего, умфетно будеть дополнить здЪсь еще ифкоторыми, 
соображетями 0 «иространствз четырехь измфрен». Чита- 
тель, надфемся, прочтеть эту главу съ тЪмъ большиагь интере- 
сомъ, что въ ней излагаются взгляды на четырехм%рное про- 
странство Генри Уэльса, — этого орпгпнальнЪйшаго и интерес- 
нЪйшаго писателя паучныхь романовъ-утошй. Произведешя Г. 
Уэльса поражають какъ полетомь фантазш, такъ глубиной п 
лотическимъ развитемь положенныхъ въ основаше научныхь 
мыслей или выводовъ. 


Въ небольшомъ и почти неизв®етномъ русскому читателю 
разсказВ «Случай съ Пляттнеромъ» авторъ сквозь призму своего 
богатаго воображешя и тонкаго дисциилинированиаго ума осв- 
щаеть «пространство четырехъ измфрешй» такъ, какъь оно ему 
представляется на основанши послфдняго слова математической 
науки. Утоши такихъ писателей, какъ Г. Уэльсъ, заслуживають 
конечно, самаго серьезнаго внимания: онф—фрезультатъ серьезной 
работы мысли. 


Суть разсказа «Случай съ Пляттнеромъ» состоить въ томъ, 
что нфый школьный учитель, Пляттнерь, неожиданно для са- 
мого себя попалъ въ пространство 4-хъ измфрен!й, пробылъ тамъ 
Э дней и, наконець, такъ же неожиданно возвратился въ род- 
ное ему и намъ 8-мЪрное пространство. Не имфя возможности, 
въ видахъ экономи мЪета, привести весь разсказъ цфликомъ, 
передаемъ по возможности связно его существенные моменты. 


О томъ, какъ Пляттнеръ неожиданно попать въ простран- 
ство четырехь измфренй, повфствуется слЗдующее. Учитель 
Пляттнерь любилъь, между прочимъ, заниматься химическимь 
анализомъ различныхь веществъ. Одинъ взь его учениковъ, 
Уиббль, пнуересовалея хишей и постоянно приносилъ учителю 
различныя вещества для изелФдовашя. Разъ онъ принесъ ему 
гдф-то случайно найденпую аптечную стклянку съ какимъ-то 
зеленымъ порошкомъ. 
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«Это было вечеромъ. Пляттнерь сидфль въ классЪ, падзирая 
за четырьмя учениками, оставленными для приготовленя уро- 
ковъ. Вь углу того же класса находилея и маленьюй шкап- 
чикъ, содержавиий всз принадлежности для преподаваня хи- 
мш,— всю лабораторю школы; такъ сказать. Пляттнеръ, кото- 
рому надофло сидфль безь дфла, очень обрадовалея взоленому 
порошку п тотчасъь же занялся его амализомь; а Упббль на- 
блюдальъ за этимъ процессомъ,—щь счастью,-издали. Четверо 
другихь учениковъ, дфлая видъ, что прилежно запимаются уро- 
ками, тоже исподтишка, сл$дили за тфмъ, что творилось у икапа. 

«Вс они единогласно показывають, что Пляттиеръ отеы- 
паль сначала пемного порошка въ пробирпый цилиндрикь и 
попробовалъ растворить его послФдовательно въ вод%, хлористо- 
водородной, азотной и сфрной кислотахъ. Не получивъ никакого 
результата, онъ высыпаль почти половину всего порошка на. 
металлическую пластинку и, держа стклянку въ лфвой рукЪ, 
попробоваль поджечь его спичкой. Порошокъ затлфлея, сталь 
плавиться... и вдругь вепыхнуль со страшнымъ взрывомт!.. 

«Ве пятеро мальчиковъ, ожидавиие съ замирантемъ сердца, 
какой-нибудь катастрофы, какъь по команд спрятались за парты 
и никто изь нихь не пострадаль. Окно разлет$лось вдребезги, 
классная доска упала; пластинка, на которой лежаль поропюкъ, 
превратилась, должно быть, въ пыль, —обломковъ ея ниглЪ не 
не нашли, — штукатурка посыпалась съ потолка, но другихъ, 
болфе важныхь, поврежден не оказалось. Когда прошла пер- 
вая минута страха, мальчики поднялись изъ-за парть ни, не 
видя Пляттнера, думали, что онъ сбить съ ногь и лежить на 
полу. ВеЪ, конечно, посифшили къ нему на помощь, по были 
очень удивлены, когда не нашли его на полу. Оставалось пред- 
положить, что онъ, въ минуту общаго смятеня, выскочилъ пзъ 
комнаты. Согласно такому предположению, мальчики тоже по- 
бЪжали вонъ изь класса, ню передн изъ пихъ, Карсонъ, чуть 
не столкнулся въ дверяхь сь хозяиномь школы, мистером 
Лиджетомъ. 

«Мистеръ Лиджетъ кривой, толстый и страшно раздражи- 
тельный человЪкъ. Мальчики говорять, что онъ ворвалея въ 
комнату, красный, растрепанный, съ цфлымъ потокомъ своихъ 
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обычныхь ругательствь. «Балбесы», «сонляки», «паршивые 
щенки» —такъ и сыпалось изъ его усть до тёхь поръ, пока буря 
не кончилась вопросомъ: «ГдЪ мистеръ Плялтнеръ?» 

«Куда дЪфвался мистерь Пляттнерь? Этоть вопросъ быль 
всфми безпрестанно повторяемь въ течеше н%еколькихъ слё- 
дующихъ дней, но отвФтиль на него никто не могъ. Миетеръ 
Пляттнерь исчезь, не оставивь за собою никакого слЪда: ни 
капли крови, ни пуговицы оть своего костюма! "Точно будто 

`онъ въ самомъь дфлЪ разлетфлся на атомы...» 

Черезъ девять дней, однако, Пляттнеръ возвратился въ школу, 
но возвращене его было не менфе странно, чфмъ печезновеше: 

«Въ среду вечеромъ, закончивь дневные труды, мистерь 
Лиджеть собираль въ саду свою любимую ягоду, малину. Толь- 
ко-что онъ подошелъь къ особенно усыпанному ягодами кусту, 
какь влругь сзади него послышался сильный трескъ, сопрово- 
ждаемый какъ бы вспышкой молн, и какое-то тяжелое т%ло- 
такъ сильно толкнуло мистера Лиджета въ спину, что онъ упалъ 
на-корячки, малина разсыпалась, а шелковый картузъ еъЪхаль 
ему на глаза. 

«Сильно разсерженный, мистерь Лиджеть, още не успвь 
подняться на ноги, выпустить ц®лую тучу ругательствь по ад- 
ресу неизвЪстнаго тфла. Каково же было его изумлеше, когда, 
обернувшись назадъ, онъ увидаль мистера Пляттнера, спдящаго 
среди куста малины, въ самомь растрепанномъ вид%, безь шанки, 
безь галетуха, въ грязной рубашиф п съ окровавленными ру- 
вами!..» 

Сь возвратившимся изъ неожиданнаго «путешествя» Гот- 
фридомъ Иляттнеромъ произошли, однако, весьма удивительныя 
перем$ны. 

«Начать съ того, что, по изелфдованйю, произведенному опыт 
нымь врачомъ, всЪ внутренне органы Готфрида Пляттнера, ока- 
зались перемфщенными: сердце перешло на правую сторону 
груди, печень смЪетилась кт лЪвому боку, а доли легкихт, по- 
мЪнялись местами. ИмЪя въ виду, что такое расположеше вну- 
тренностей, хотя п не часто, но все же встрЪчается, нич м 
до поры до времени не проявляясь, я не придаю ему особен- 
наго значеня, такь какъ оно могло существовать у Пляттнера 
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и раныше случившагося съ нимъ приключевя. Но вотъ что 
важно и чего у Готфрида раньше этого приключеня положи- 
тельно пе было: онъ сталь лЪвшой, и при томъ до такой сте- 
пенл, что правая его рука едва держала перо, а лЪвая могла 
иисать только съ правой стороны къ лФвой. Есть еще одно 
обстоятельство, указывающее на перемЪну, которая пропзошла, 
въ организмЪ Готфрида Пляттнера. Раньше приключеня лицо 
его, какт, у большей части людей, было пе совефмъ симметрично: 
правый глазъ быль немножко больше лфваго и правая щека 
массивнЪфе лЪвой. Между тЪмъ теперь, послф приключеня, у 
Пляттнера лфвый глазь и лфвая щека больше правыхъ, какъ 
я въ этомь убфдился пзъь сравненя фотография...> 

Словомъ, — новое состояме Пляттнера представляло собой 
какв бы зеркальное изображене пормальназю человтка. Не 
менЪе интересно п то, что, по увфренямъ Г. Уэльса, Пляттнеръ 
разсказывалъ о собственныхъ своихъ субъективныхь ощущеняхъ. 

«Пляттперъ говорить, что послф взрыва почувствоваль себл 
убитымь наповаль. Ноги его отдФлились отъ пола, и все тфло 
было отброшено куда-то назадъ, при чемъ онъ упалъ на спину. 
На минутку падене его ошеломило; затфмъ онъ ясно ощутиль 
запахъ жженыхъ волось п услышаль голосъ мистера Лиджета,— 
однако, какъ сквозь сонъ. 

«Бее кругомъ казалось сму какъ бы въ туманЪ. Это онъ 
тотчасъ же приписать дыму, выдфлившемуся во время взрыва. 
Фигуры Лиджета-и учениковъ двигались въ этомъ туман% без- 
шумно, какъ тзни, но все же онь ясно ихь видфлъ, видфлъ 
обстановку класса п потому сообразнлъ, что живъ и даже не 
особенно пострадалъ; только лицо саднило оть ожога, да слухь 
н зр$ые нЪеколько притупилиеь, всяЪдетве взрыва, какъ онъ 
думалъ. 

«Мало-по-малу Пляттнерт прихолиль въ себя и собпрался 
встать, какт вдругь быль пораженъ неожиданнымь и въ выс- 
шей степени страннымь обетоятельствомъ: два ученика, одиив 
за друшиме, прошли сквозь е10 тльло, какз черезь какой-нибудь 
туманз или дымь! Ни одинъ изъ нихъ даже не чувствовалъ 
его присутетыя. Трудно описать ощущенте, испытанное Платт- 
неромь. Онъ вскрикнуль оть неожиданности. 
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«Попробовавъ протянуть руку, Пляттнеръ замфтиль, что 
она свободно пюшла сквозь стЪну дома. 

«Стараясь обратить на себя внимане, Пляттнерь громко 
зваль Лиджета, ловиль проходящихь мимо мальзиковъ, но всф 
они, очевидно, совсфмъ его не замфчали. Онъ чувствоваль себя 
какъ бы отрфзаннымь оть мра, хотя и не переставал быть 
сего частью. Веф попытки сообщатлься съ этимъ мфомь остава- 
лись безплодными. 

«Тогда Пляттнеръ сталь внимательно осматривать все окру- 
жающее и съ удивлешемь замфтиль, что онъ находится ие въ 
класс, а подъ открытымъ небомь и сидить на камнЪ, который 
обросъ бархатистымъ мохомъ. Склянка съ осталкомь зеленаго 
порошка находилась еще у него въ рукахъ. Совершенно безсо- 
знательно онъ сунуль ее въ карманъ. Ёругомь было почти 
совеЪмъ темно. | 

«Тишина была абсолютная, несмотря на сильный вётерь, 
который долженъ бы, казалось, сопровождаться пгумомъ деревьевъ 
и травы. Ве окрестности казались скалистыми и пуетынными. 

«Попробовавъ спуститься по склону холма, Пляттнерь сво- 
бодно прошеть сквозь стЪну школы и очутился въ залф верх- 
няго этажа, тдЪ пансюнеры приготовляли свои уроки. Плятт- 
неръ замфтиль, что нфвоторые изъ нихь иголками царанають 
на таблицах геометрическихь чертежей полный ходъ доказа- 
тельства соотвфтетвующей теоремы, о чемъ онъ прежде никогда 
не догадывался. 

«Чфмь свфтлфе становилось, тфмь Пляттнеръ хуже видЪль 
земные предметы. Нахонець, они совсЪмь скрылись у него изъ 
глазъ. Судя по времени, надо думать, что это случилось какъ 
разъ тогда, когда зашло солище. ВзамЪнъь того передъ его изу- 
мленнымь взглядомъ рЪзко обрисовался скахистый и пустынный 
пейзаж, надъ которымъ поднялея съ горизонта какой-то огром- 
ный зеленый дискъ, свЪтивийй, однако же, гораздо слабфе 
земного солнца. Нляттнерь стояль па высокомъ холм%. У ногъ 
его разстилалась глубокая долина, усфянная камнями. 

«Нечезповсве земныхь предметовь при восход зеленаго 
солнца въ пространствахт, четвертаго измфрентя ость странный 
и вь то же самое время самый интересный пункть въ показа- 
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няхъ Пляттнера. Онъ положительно говоритъ, что депь въ 
этихъ пространствахь соотв®тетвуеть нашей ночи пн, наобороть, 
ночь соотвЁтствуеть дню, при чемъ самое сильное дневное 
освфщеше не достигаеть сплы нашего луннаго. Поэтому-то, мо- 
жеть быть, днемъ мы и не видимь того, что происходить въ 
четвертомъ измФрени: у нась въ это время сильный свфть, а 
тамошее пейзажи совефмъ не освфщены. 

«Когда зеленое солнце освфтило окрестности, то Чляттнерь 
- увидать на днЪ долины цфлую улицу, составленную изъ какихъ-то 
черныхь зланй, похожихь на гробницы и мавзолеи. Съ боль- 
шимъ трудомь спустившись по крутому каменистому и скольз- 
скому склону горы, Пляттнерь встр®тиль цЪлую толпу какихтъ-то 
существь, расходившихея изъ одного большого зданя, какъ у 
нась народъ расходится изь церкви. Существа эти издали по- 
хожи были на шары, оевъщенные блЪдно-зеленымь свЪтомтъ. 
Одни изъ нихъ исчезали въ проходахъ, окружающихь здаше, 
друмя входили въ дома, а н%которыя стали подниматься на 
гору, навстр$чу Пляттнеру. При видф ихъ послФдн!й остано- 
внлея въ изумлевш, хотя увфряеть, что нисколько не испу- 
галея. Впрочемь, въ самомь дФлЪ, пугаться было нечего. Суще- 
ства эти, которыхь какъ бы песло вЪлромтъ, представляли собой 
что-то въ родф головастиковъ: коротепькое, безрукое и безногое 
туловище и большая голова съ лицомъ совершенно челов ческой 
формы. Только глаза были, пожалуй, н'Ъеколько больше человЪ- 
ческихь и выражали, въ большинств$ случаевъ, такую скорбь, 
такое стралаше, которыхъ человфкъ трехь измЪрений пе могь 
бы вынести. Приблизльшиеь къ этимъ существамь, Нляттнеръ 
замутил, что они смотрятъь совсфмъ не на него, а на каве-то 
движущиеся предметы. 

«Каждое изъ нихъ какъ бы приставлено къ кому-нибуль 
изъ жлвущихь вЪ трехъ измфрешяхъ и внимательно слФдить 
за веякимъ его птагомъ. Спачала эти существа не обращали на, 
Пляттнера никакого вниманя, но потомъ два изъ нихъ, имЪв- 
шихъ большое сходство съ его покойными отцомъ п матерью, 
стали слфдить за нимъ по пятамъ. Онъ нЪеколько разъ пробо- 
валь заговорить съ матерью, но она только смотрЪла ина него 
грустно, пристально и какъ бы съ какимъ-то упрекомъ. Впо- 
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слФдетви онъ сталь встрФчаль и еще лица, паноминавиия ему 
людей, которыхь онъ знаваль въ дЪфтствВ и съ которыми вхо- 
динъ въ камя-нибудь сношеня. ВеЪ они тоже грустно смотр®ли 
на него, видимо узнавая и какъ бы упрекая въ чемъ-то. 

<... Депь за днемъ, усталый, измученный, бродилъь Плят- 
перъ, такъ сказать, на порогВ между двумя мрамп, ип къ 
одному изъ нихь всецфло не принадлежа. 

«Въ концЪ-концовъ, это ему очень надоЪло, и онъ сталь 
сильно желать возвращешя въ нашь трехмфрный мръ. 

«На девятый день, вечерюмъ, Пляттнерь, ходя по улицамь 
Суссексвиля, споткнулся о камень ни упалъ на тоть бокъ, гдЪ 
въ карманЪф его брюкъ лежала сткляночка съ зеленым но- 
рошкомъ. Раздался страшный взрывъ, — и Пляттнерь еъ изу- 
мленемь увидаль себя въ старомь саду школы, лицомъ къ 
лицу съ мистеромъ Лиджетомъ..> 


Замфчаня къ «Случаю съ Пляттнеромъ». 


Разсказь Уэльса не есть продукть «безпочвенной фантазш» , 
а скорфе образчикь живого разсужденя по аналойи. 

Мы, конечно, неспособны иредставаить себф пространство 
четырехъ измфренйй. Такъ что описанте, такъ сказать, внышняго 
вида этого пространства и его обитателей всецфло оставляемъ 
на отвфтетвенности мистера Пляттнера и его вдохновителя 
Генри Уэльса. Но мыслить о пространствахъ, отличныхь отъ 
нашего, мы можемъ, какъ можемь дЪфлаль болфе или менЪе в- 
роятныя заключешя о такихъ пространствахь — по аналоми. 
Аналотя, конечно, не доказательство, но иногда она можеть 
привести къ любопытным и даже нолезнымь соображенямь. 
Остроумный починь въ этомъ отношеши сдфланъ такими глу- 
бокомысленными учеными, какъ Гельмгольць и Риманнъ, кото- 
рые для примФра взялн боле понятное и простое для насъ 
идеально плоское пространство —«и]рюостранетво 06955 измренй», 
въ которомь живуть, движутся и мыелять существа тоже, 
конечно, двухъ измфренй. Такое пространство можно (прибли- 
зительно, впрочемь) мыслить, какъ огромный листь не имфю- 
щей толщины бумаги, покрытый множествомь «живыхь» лин, 
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треугольниковъ, квадратовъь и другихь фигуръ, движущихся въ 
плоскости листа. Движеше это можеть происходить, понятно, 
только въ самой одной этой плоскости, такъ вакъ третья 
измфреня н%Фть, и потому фигуры здфеь не могутъ ни поды- 
матьея, ни опускалься внф плоскости. Обитатели такого ило- 
скаго ма, поэтому, не могуть пмфть ни малЪзйшаго предстал 
влешя о движени еще въ одномъ— перпендикулярномь напра- 
влени н такъ же прикованы т®ломъ и мыслью къ своему двухм$р- 
ному пространству, какъ мы — къ пашему трехмрному му. 
Самая идея третьяго изм5реня была бы имъ столь же чужда, 
какъ многимъ изъ насъ идея пространства 4-хь изм®рений. 

Каковы, напримЪрь, жилища обитателей такого плоекаго 
ма? Это не что иное, какъ замкнутыя лини, открытыя сверху 
п снизу. Но будемъ помнить, что «верхъ» и «НИЗЪ» понятны 
только для насъ, существь трехъ измфренй; обитателямъ же 
двухмЪрнато ма эти поняйя чужды, и они считають свой 
жилища прекрасно защищенными со всфхъь сторонъ. Чтобы за- 
ключить обитателя плоскаго мра въ тюрьму, достаточно было 
бы начертить вокругь него замкнутую линю. Будучи самъ пло- 
скостью, линею пли точкой и не имфя возможности выйти изт 
плоскости, онъ не можеть ип перешагнуть черезъ стзны своей 
тюрьмы, ни подлзть подь нихъ, и онф были бы для него не- 
проницаемы, какъ для насъ каменныя или желфзныя стЪны съ 
поломъ и потолкомъ. 

Предположимъ, что этоть мфь о двухь измфрешяхь помЪ- 
щенъ въ самой серелинЪ нашего хйра о трехь измФреньяхъ. 
Обитатели плоскаго мтра, все же, не имфли бы ни малФйшаго 
поняття о трехм®рномъ пространствЪ, ихъь окружающемь. Они 
просто не замфчали бы всего нашего ма и даже склонны 
были бы отрицать самое его существованте. Если бы кто-нибудь 
изъ нашего мира попаль въ ихъ плоскость, они могли бы узнать, 
пожалуй, о существованш другого мра. Но, конечно, такой 
прителець казался бы пмъ существомъ сверхъестественным. 

Въ самомъ дЪфлЪ, попробуемъ представить себ% ощущеня 
обиталеля «плоскаго» мра, когда онъ вдругь замфчаеть у себя 
въ спальзЪ, скажемь, человфка изь нашего ра. Онъ, ложась 
спать, уб%Ъдился, въ прочности запоровъ на случай ночного 
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вторжения грабителя. И, вдругъ. его изумленому взору предета- 
влнется чудесная фигура, непохожая ни на что вилфнное пмъ 
до сихь поръ. Наше трехмЪрное тфло не было бы видимо 
плоскимь существамъь въ обычномъ своемъ образЪ, п при ма- 
Ъйшемь движенш вверхъ оно совезмь исчезало бы изъ виду — 
къ великому изумленю «двухмЪрца»,— такъ мы будемъь назы- 
вать это существо двух измфренй. Но все время, нока чело- 
вЪкъ находилея бы въ пересфчеми съ плоскямъ эфромъ, онъ 
быль бы впдимъ для <двухмЪрца» въ видЪ плоской фигуры, 
обладаняцей неностпжимой способностью измЪняль свой видъ и 
чудесной силой движевя. 

Сазляй ‹пособъ, каклмъ неожиданный гость проникъ въ его 
домъ, составлять бы для <ДвухмЪрца» непостижимую задачу, 
настоящее чудо. Не подозрЪвал. что его домъ и спальня, будучи 
плоскими фигурами, открыты сверху, онъ не могъ бы додуматься 
до того, что человку достаточно было просто перешагнуть че- 
резь линйо, чтобы очутитьея въ его ломф. 

Его удивлеше не имфло бы границь, когда таинственный 
пришелец сталь бы перечислять содержимое его кармановт, 
икафовь, бюро, каесы, ониеывать виутреннте органы Бла двух- 
мЪрца п даже доставать изь наглухо запертыхт, ящиковт (на- 
глухо для двухмФрца, коцечно) любую вещь. ДвухмЪрець 
вообразиль бы, что прителець уметь проникать черель стЪны, 
что для него недЪфйствителент, законь непроницаемости матери. 
Мало того,— «трехмЪрному» гостю ничего не слопло бы, глядя 
поверхъ двухмфрныхь стфыъ, описать самымъ подробнымъ обра- 
зомъ, что творитея въ сосЪднихь, также наглухо запертыхь 
домахъ, и даже далеко за горами и морями плоскаго мтра. 
Двухмфрець при этомь рЪишить бы, конечно, что его гость 
одарень даромъ ясновидфшя и т. д... 

Итакъ, разсуждая логически, нфть ничего страннаго въ до- 
пущен пространства со свойствами, отличными оть нашего, 
«Евклидовскаго», пространства. Ничего иЪть страннаго въ 
мыслимости пространетва четырехъ измфрешй, если только 
разсужденя о немь не шагають за предфлы логики и даже 
здраваго смысла. 
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Упомянемь еще о такихъ весьма иитересныхь примфрахъ, 
кавъ спмметруя п выворачиваюе па пзнанку. Еще велияй фи- 
лософъ и малематикъ Канть обратпль внимане на иЪфкоторую, 
словно, бы, «тайну», связаниую ст, такимъ, казалось бы, 
проетымь предметомъ, какъь симметрия. Сравните вашу правую 
и лфвую руку. — онф совершенно сходшя во вефхъ подробно- 
стяхъ. А между твмъ всяюй хорошо знаетъ, что эти, казалось 
бы, тождественныя ТЪла, несовмфстимы, п правая перчатка не 
можеть быть надЪта на лЪвую руку. Запомнивъ это, пойдемъ 
далЪе и раземотримъ свойства симметричныхъ плоскихь фи- 
гуръ. Вотъ передъ пами два спмметричныхъ четырехугольнока 
Л и В (фи. 102). Про пихъ нельзя сказаль, что они не- 

совмЪетимы. Правда, если просто 

наденать В на А, то никакъ не 

удастся ихъ совмФетить, но стоить 

Фиг. 102. перевернуть В, такь сказать, на л}- 

вую сторону, на. изнанку, — п тогда 

объ фигуры не трудно будеть иривести къ совмфщентю. Про- 

слфдимъ, что, собетвенно, мы сдфлали. Для того, чтобы ипре- 

вратить фигуру В въ А, памъ необходимо было на время ото- 

рвать ее оть плоскости, перенести въ мръ трехь измфрешй и 
спова вернуть ее па плоскость. 

Но сколько бы мы ни поворачнвали правую руку, мы ип- 
когла не превратимъ ее въ лЪвую. Отчего это? Да оттого, что 
для Этого намъ пужно вывести руку за предФлы трехм?рнаго 
пространства, — совершенно такъ же, какъ мы только что вы- 
цеели нанеь четырехугольнакъ изъ двухм$рной плоскости въ 
мфъ трехъ измфрешй. Не покидая же нашего мгра, мы такъ 
же не можемь совместить симметричныя тфла, какЪ «двухмрцы» 
не въ состоянш совмфщать плоскихъ сниметричныхь фигуръ. 
Отеюда замЪчательный выводъь: если бы человЪкъ быль спо- 
собенъ хотя на мгновеше повииуть нашъ трехмфриый мръ, 
онъ могъ бы вернуться намъ въ видЪ, симметричномь самому 
себЪ: его правая рука сдфлалась бы лЪвой, сердце и желудокт, 
переместились бы на правую сторону, а печень — на л\Ъвую. 
Словомъ, каждая частица сго тфла была бы перем$щена,—ип все 
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это произоттло бы чисто геометрически, безъ малфйшаго разстрой- 
ства организма—какъ у м-ра Нляттнера въ разсказь Уэльса. 

То же самое пропзошало бы со всякимъ предметомь о трехъ 
пзмфреняхъ, даже съ очень массивнымъ. Нанбольшая пирамида, 
попавт въ мъ четырехь измфрешй, можеть быть перевернута 
очень легко. КромЪ того, ве пустыя внутри вещи, какь рези- 
новые мячи и пр., могуть быть вывернуты наизнанку безъ вея- 
каго ущерба для матерала, ихь составляющаго; напримръ, 
перчатка правой руки, посл путешествая въ четвертомъ пзм%- 
ренш, возвратилась бы нерчаткой лЪвой руки, и наоборотъ. 

Таковы нфкоторыя логическя завлюченя, «по аналоти», 0 
пространств 4-хь измЪрешй. 

И читатель теперь, надфемся, вполнф убфдится, насколько 
уже не фантастически, а аналого-логически, если можно такъ 
выразиться, правъ Генри Уэльсь во многихь существенныхъ 
частяхь своего разсказа. 

Взрывъ зеленаго порошка понадобился автору потому, что 
только посторонней силой можно существо какого-либо про- 
странства перенести въ другое пространство. ДЪлается также 
понятнымь, почему оргапизгь Пляттнера посл «путешествуя» 
сдЪлалея собственнымь своимъ «зеркальнымь изображенемь». 
«Понятно», почему Пляттнерь нолучшть способность проходить 
сквозь стфиы напшхъ домовъ. «Понятно», пожалуй, даже п то, 
что сквозь сго тфло проходили его учепики. Словом, теперь 
понятны мномя остроумныя детали разсказа. Непонятно, по- 
жалуй, вакъь это такъ, все же, у Итяттнера сохрапилась сна- 
чала въ рукахь (а не прошла через тфло) бутылочка съ оста 
вами зеленаго порошка? Какъ потомь опа могла, удержаться въ 
его карманахъ.. Ну, да это, какъ и «описаше» внфипости мра 
4-хъ измфрешй, уже всецфло оставаяется па отвЪтетвенностн 
остроумнаго автора. Во всякомъ случаЪ разсказъ его—замф- 
чательный и единственный вл, своем родЪ разсказт. 


Математика въ природф. 


«Золотое дБлене>. 


Подъ пазвашемь «золотого д®лен!я», «золотого ефченял» 
пли даже «божественнаго дфленя» у древнихь геометровъ было 
известно дфлоне «въ крайцемь п среднемъь отпошеши», во- 
едшее теперь во всф наши школьтые учебники. Напомним, 
въ чемъ оно состоитъ. 

РаздЪлить данную величину ‹68 крайнемз и среднемь отно- 
чении», значить раздфлить ее па ташя двф неравныя части, 
чтобы большая относилась къ меньшей, какъ вся величина отно- 
сится къ большей части. Въ алгебранческихь символахъ это 
выразится такъ. Если а есть величина, подлежащая дфленио, 
атиар—х искомыя части (большая и меньшая), то между 
величинами @, фи а—4 должна существовать слЪдующал 
пропорцтопальная завпепмость: 


п 
и 


т. е. х есть средиее геометрическое между а па — 2. Изъ этой 
пропорции легко опредфлить и значеше 2. По свойству прю- 
порцит имфемъ: 
12° —@ (в —2), 
откуда, 
2 ах — а" =0. 


Условпо задачи неносредствению удовлетворяеть лишь нер- 
вый корень. Отрицательный корень также имфетъ извЪст- 
ное зиачете, по мы его здФсь разсматриваль не будемъ. 

Итакъ, запомиимъ, что большая часть величины а, разда- 
ленной въ крайнемъ и среднем отношени, равна иррашональ- 


Е. у5— 1 
м 
сы о ы 5 >= 1 
Отношене этой части къ цфлому, т. е. а УЕ. Е 
УТ т 
а Таково же, согласно пропорции, должно быть и отно- 


шеше меныпей части къ большей. Если мы пожелаемъ вычис- 
лить это выраженте, то получимьъ безконечную неперодическую 
дробь: 


5—1 
2 


И воть оказывается, что эта на первый взглядъ столь искус- 
ственная пропорщя, которую нельзя даже выразить рацюнально, 
иифеть широкое примфневше вь природ. Приведемъ тому два 
примфра — одинъ изъ анпатоми человфческаго тфла, другой — 
изъ морфоломи 1) растений. . 

Что части красиво сложеннаго человфческаго тЪла, отвЪчають 
извфетной пропорции 910 вся знаетъ: недаромъ мы говоримъ 
0 «пропорцюнально» сложенной фигур%. Но далеко не ве знають, 
что здЪеь имфеть мЪето именно та пропорщя, которую древше 
называли золотымъ дЪлешемъ. Аинтичныя стазуй — лучшее дока- 
зательство того, что древше ваятели хорошо знали о иримфне- 
зи золотого дфлешя къ расчлененю человЪческаго тфла. 


= 0,61804..... 


1) ОтдЬль ботаники, носящЁ назваве «морфологи» изучаеть строене 
органовъ растешй и, слд., соотвЗтетвуеть анатоми животныхт. 
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Идеально сложенное человфческое тЪло, можно сказать, вео- 
ифло построено на принцип золотого дфлевшя. Если высоту 
хорошо сложенной фигуры раздфлить въ крайнемъ п среднемъ 
отношенш, то лишя раздфла придется какъ разъ на высот 
тали или, точнфе, пупка. Особенно хорошо удовлетворяеть этой 
пропорции мужекая фигура, —и художипки давно знаютьъ, что, 
вопреки общему мнфню, мужчины красивЪе сложены, иежели 
жешцины. 

На любой античной ста- 
туз можно провфрить этоть 
своеобразный законъ. Но 
дфло этимь не ограничи- 
вается. Если каждую изъ 
полученныхь частей въ 
свою очередь раздфлить въ 
крайнехь и среднемъ от- 
ношения, то лин!я раздфла 
пройдеть опять таки въ 
вполнЪ опред$ленныхъ 
(апатомпческт)  пунктахт: 
на высотф такъ паз. Ада- 
мова яблока и надколЪн- 
ныхь чашекъ. На фигурЪ 
103 обозначено расчленене 
статуи Аполлона Бельведер- 
скаго: Г дфлить вею высоту 
АО фигуры въ кр. и ©. 
| отномениг, лайя Е дфлить 
точно такт, же верхнюю часть туловища (короткая часть вверху), 
а лийя О—нижнюю часть (короткая часть внизу). 

Но п это еще не все. Каждая отдфльная часть тфла—толова, 
рука, кисть и т. д. также расчленяется на естественных ча?"п 
по закону золотого дВлеюя. РаздЪливъ въ крайнемъ п среднемъ 
отношени самую верхнюю изъ полученныхъ прежде частей (см. 
фиг. 104), мы убЪдимел, что раздЪфль придется на линш бровей 
(6); при дальнфйшимъ дзлени образовавшихся частей получимь 
послФдовательно: кончикъ носа (с), кончикъ подбородка (4) и т. д. 
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Рука (фиг. 105) при расчленении согласно принципу золотого дЪло- 
шя распалаетея на свои анматомпчеекя 
части— плечо, предилечье, кисть. Послфя- 


А 


Фиг. 104. Фиг. 105. 


няя въ своемь расчлененш также отвЪчаеть этому принципу 


(фиг. 106)—ип т. д. 


Если бы съ самаго начала мы раздфлили т$ло человЪка въ 
крайнемъ п среднемъ отношении такъь, чтобы меньшая часть 
была не вверху, а внизу, то оказалось бы, 
что лия раздфла проходить черезь концы 
свободно свисающихъ рукь 1). Словомъ, рас- 
членеше наружныхь формъ правильно сло- 
женнаго человЪческаго тфла подчпияется до 
мельчайтихь частей принципу золотого дЪле- 
шя. Этоть замфчательный законъ былъ хорошо 
извфетень древнимъ, но честь воскрошен!я 
его принадлежить нфмецкому ученому Цей- 
зингу, который шестьдесять лфтъ тому на- 
заль выпустить книгу, снещально посвященную прим нен!ю 
золотого дфлевя въ природф п эстетик, —ибо оказывается, что 


Фиг. 106. 


1) Ранке, «ЧеловЪ къ»; Проф. Брандтъ, ‹Антропоногическе очерки». 
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тоть же закоиъ въ шпрокихъ рамкахъ примфиимь и вЪ изобра- 
вительныхь искусствахь, и въ архитектурЪ, и музык и даже сти- 
хосложенш. Останавливалься на этой интересной тем не входить 
въ нашу задачу, и мы можемъ отвести ей лишь немного мета. 


Золотое д5лене въ эстетикЪ. 


‹ 
Существуеть, какъ извЪстно, опредфленный геомегричесвый 
способъ дфлешя даниаго отрзка въ крайнемъ и среднемъ отно- 
шенш,—способъ хотя и не сложный, однако же и не слишкомь 
простой. Изъ людей, проходившихь геометрю, добрыхъ девать 
десятыхъ его забываютъ. Но оказывается, что мы часто совер- 
шенно безсознательно выполняемъ это дфлеше, при чемъ люди, 
никогда не изучавиие геометрии, дЪлалоть это нисколько не хуже, 
уЪмь записные математики. Для 
этого достаточно обладать лишь раз- 
витымъ художоственнымъ вкусомъ. 
Ирнмфровт, такого безсознатель- 
м наго прим$неня пришцииа золотого 
дЪлешя можно привести сколько 
угодно. Возьмемъ хотя бы обыкно- 
вепный крестъ. ВеЪ замЪтили, в\- 
роятно, что фигура. эта гораздо изящ- 
нфе, если меньшая перекладина 
помЪщается пе ровно по середин® 
большей, а немного повыше. 
Если бы вамъ предложили са- 
мимь устронть кресть изъ двухъ 
планокъ, то вы, посл нЪеколькихъ пробъ, придали бы пхъ дли- 
намъ опредфленное отношеше и расположили бы вполнф опре- 
дЪфленнымь образомъ. Окажется при этомъ, что меньшая пере- 
кладина будеть дфлить большую въ крайнемь и среднемъ отно- 
шенш. Другими словами, вы совершенно безеознательно ирим®- 
нили здЪеь пропорщю золотого дЖлентя: отрфзки АМ, МВ и АБ 
(см. фиг. 107) будуть удовлетворять пропорцеи: 


А 


В 
Фиг. 107. 


АМ: МБ = МВ: АБ. 
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Любопытно одпако, что части меньшей перекладины" должны 
быть равны, чтобы удовлетворять чувству изящнаго. На этомъ 
примЪрЪ очень яено обнаруживается свойственная намъ склоп- 
ность предпочитать симметрию въ горизонтальномъ направления 
н золотое дфлеше въ вертикальномъ. Не потому ли, что и 
человЪческое тЪло построено по этому принципу? 

Воть еще одинъ примфръ той же категориг. Въ 60-хъ годахъ 
истекшаго столъмя члены Рижскаго общества естествоненыта- 
телей предприняли слфдующее любопытное изелфдование: они 
собрали ифеколько тысять визнтныхъ карточекь различныхь 
лицъ и опредфлили отпотене длинь пхъ неравныхь сторонъ. 
Изъ многочисленныхь цифръ вывели среднюю и оказалось, что 
она довольно точно подходить къ «крайнему и среднему отно- 
шению». Принципь золотого дфленйя сказалея, слЗдовательно, п 
здЪеь. Очевидно, выбирая форму карточки по своему вкусу, мы 
безсознательно руководимся 
этимъ принципомъ. Намъ 
представляются одпнаково 
некрасивыми и квадратная 
п слишкомъ удлиненная 
прямоугольная форма — и 
та и другая грубо нару- 
шаеть пропорщю золотого а И Пн н 
дфления. 

То же наблюдается и во многихъ другихь случаяхъ, гдъ 
прямоугольная форма предмета не зависить отъ притязаний 
практики п можеть свободно подчиняться требовашямъ вкуса. 
Прямоугольная форма книгь, бумажниковь, фотографическихь 
карточекъ, рамокъ для картинъ — бол5е или менфе точно уло- 
влетворяеть пропорц золотого дфлешя. Даже таме предметы, 
вкакъ столы, шкафы, ящики, окпа, двери — не состаставлятотть 
исключевшя: въ этомт легко убфдиться, взявъ среднее пзь мно- 
гихь измрений. 

Въ архитектур мы имфемъ дфло уже съ болЪфе пли менъе 
сознательнымъ примзненемъ того же принципа. Для примфра 
раземотримтъ одно изъ знаменитфйшихь произведенй древне-гре- 
ческой архитектуры -Пареенонъ (фиг. 108). Длина его архитрава 
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. 107 футовъ, высота же всего злашя оть сеновашя до вер- 
хушки — 65 фут. Эти дв» цифры, ишрины п вышины, влолнЪ 
уловяетворяютъь пропорщш золотого дЪленя: если взять 0,618 
оть 107, получимь 65,27 —т. е., пренебрегая дробью, высоту 
зданя. Мели высоту Пароенона разбить на части но пропорции 
золотого дфленя, то окажется, что всЪ получающияея при этомъ 
точки обозначены характерными выступами фасада. 

Пропзведешя . готической архитектуры также часто удовле- 
творяеть тому же математическому принципу. 

Посл этого отступленя въ область эстетики, вернемся снова, 
къ нашей основной тем — математика въ природ%. 


Законъ листорасположения. 


Листья на стеблЪ могутъ располагаться двояко: либо къ из- 
вЪетному пункту стебля прикрЪпляется всего одишъ лиетъ, либо 
сразу нЪфеколько. Въ томт и друтомъ случаз расположеше ихъ 
не случайно и подчиняется опредфленнымъ математичесвимт за- 
конамъ. Мы разсмотримъ здесь только первый случай, болфе 
общий и интересный. 

Если вы внимательно разсмотрите вЁточку съ одиноко сидя- 
щими листьями, то замфтите, что основашя черешковт, раепо- 
лагаются по визтовой линш: каждый слфлуюций листь при- 
крЪпляетея повыше п въ сторону отъ предылущаго. это выступить 
отчетливЪе, если соединить послфловательно основашя листьевъ 
ниткой —она будетъь обвиваться вокругъ стебля въ форм пра- 
вильной винтовой или спиральной лини. 

Слфдя за расположенемь листьевь на этой спирали’), мы 
непремЪнно паткнемся на таке листья, которые сидять одшть 
надъ другимт,—по образующей цилиндрической поверхности 
стебля. Часть сипрали, заключающаяся между двумя такими 
листьями, пазывается въ ботаникЪ циклом; въ предЪлахь одного 
цикла спираль можеть нфеколько разъ огибать стебель, въ завн- 
симостн оть ея крутизны. 


1) Строго говоря, терминЪ «винтовая линйя» здЪеь умЪетнЪе, нежели «епи- 
раль», но въ ботаник установилось улотроблене второго термина, котораго 
мы и держимся. 
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Въ ботаниЕ листорасположеше характеризуютъ чиеломь обо- 
ротовъ спирали и числомь листьевъ—въ предфлахъ одного цикла. 
Для краткости и удобства обозначають листорасполюжене въ 
вид% дроби: въ числютелв птипуть чиело оборотовь одного цикла 
спирали, а въ знаменателЪ число листьевъ въ этомь цикл. Такъ, 
о 
8 
кругомь стебля, н что въ этомъ цикл 8 лиетьевъ. Легко понять, 
что та же самая дробь выражаетъ и уголь расхождения двухъ 


дробь _ показывоть, что одииъ цикль спирали триэюды обходить 


В 
соефднихь листьевъ — въ данномъь случаЪ я окружности, т. е. 


3 Б 
э э 
135°. Отсюда слфдуетъь также, что дроби 3 И в выражают», 


с 8 
въ сущности, одно и то же листорасположеше, ибо уголь въ хз 


окруяаюсти дополняет, до 360° уголь вы окружности; различныя 
цифры получаются въ завиенмости оть того, что въ одномъ слу- 
ча спираль вели. напр., справа налЪво, вь другомъ — слЪва 
паправо. 

Каждый видъ растешй иметь свое листорасположеше, или, 
вфрифе,— свой уголь расхождешя листьевъ, который выдержи- 
вается съ большей пли меньшой строгостью во вефхъ его частяхъ 
н распространяется не только па хиетья, но и на расположеше 
вЪтовъ, почекъ, цвЪтовь, чешуек внутри почекъ. Но этоть 
уголь, варьируя оть растеншя къ растешю, однако непройзво- 
лень: во веемтъ растительномь м]фЪ наблюдается сравнительно 
небольшое чиело типовъ листорасположетя, выражающихея ис- 
многими дробями. Воть табличка нанболЪе раепространенныхь 
листорасположений: 


в 0 З 

А ОТ 

Ботаники давно замфтили, что рядъ этотъ отличается одной 

любопытной п довольно неожиданиюй особенностью, а именно, 

что каждая изъ этихъ дробей (начиная сь третьей) получается 

изъ двухь нредыдущихъ черезъ сложене пхь числитедей и 
знаменателей. 
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Тавтъ 
2 1-Е 8 3--5 
а. 57 Вт 13 Пе 
Поэтому достаточно запомнить только двЪ первыя дробн, 
чтооы удержать вь памяти всю табличку. 
Однако, въ чемь разгадка этого страннаго свойства дробей 
листорасположеня? Этимь мы сейчась п займемся. Прежде 


ре я я 
всего замфнимъ въ табличкЪ дроби 5) 8 пт. д. равнознаяу- 
й В в 
щими имъ дробями аи д мы вЪфлдь знаемъ уже, что 


такая замфна вполнЪ допустима, ибо эти дроби выражають одно 
и то же листораеположенте. Получимь рядъ 


1 З 8 13 


2 
›? 3? Б? 3? т? ВИА 


| 


гдЪ числители и знаменалели послдовательныхь дробей дають 
уже извфстный намъ рядъ Фибоначчи (см. стр. 165). Разгадка 
раскрывается довольно просто и находится въ тБенЪзйшей связи 
опять таки съ принципомъ золотого дЪленля. 

Вь самомъ дфлЪ, не трудно убфлитьея, что дроби только 
что приведеннаго ряда суть простЬйния приближеня величины 


к 
У5—! 2 : 
—— 5 › Найденныя путемъ разложения ея въ безконечную не- 


прерывную дробь: 


Заинтересовавшее насъ выше правило соетавлешя ряда 
(черезъ сложен числителей и знаменателей) есть просто слЗд- 
стве закона составлешя подходящахь дрэбей при знаменател$ , 
равномъ единицЪ: 


р | т Иа 
Е ов |. 
И 


Илавкь, къ чему же мы пршили? Въ правилу, что листья 
на стебль стремятся расположиться такимз образом, 
чтобы раздълилиь окружность стебля в крайнем и среднемв 
отношении, — избирая при том простъйиия приближеая 
этой пропориви. 

Простпйийя,—пбо въ теорш непрерывпыхь дробей дока- 
зываетея, что подходяпия дроби, при данной степени приближе- 
ня, отличаются наименышими числителемь и знаменателемъ: не 
существуетъь никакой иной дроби, которая, имЪя меньшие члены, 
нежели взятая подходящая, выражала бы искомую величину 
точнЪе. 


Замфчательная связь, существующая между листорасположе- 
немъ п проноршей золотого дфления, была открыта боле 
60-ти афть тому назадь уже упомянутым выше Цейзингомь 
п опубликована, въ сго трудЪ «Эстетическия пзыекашя» (Аез@е- 
изсве Еогсбипоеп. ЕтарКАо* а. М. 1355). Но его открыме 
почему-то забыто и при том» такъ основательно, что когда 
пишущий эти строки, въ свои студенчесые годы, самостоятельно 
подмтиль эту законосообразность п обратился за разъяснешемь 
кь профессору — выдающемуся авторитету въ ботанической 
наук}, —то спещалиеть откровенно сознался, что ему ничего не- 
известно о связи листорасположеня съ золотымъ дфленемт... 

'Груды Цейзинга (откуда заимствованы иЪкоторые нзь при- 
лагаемыхъ рисунковъ) стали теперь рФдкостью. На руескомъ 
языв\ въ 1875 г. была издана анонимная брошюра «Золотое дЪле- 
не, какъ основной морфологичесый законъ въ природ и иекус- 
ствф» (Москва). Но п се можно досталь только у букиниетовъ. Зна- 
монитгый художникъ п ученый Леонардо-да-Виичи хорошо пони- 
маль п ифниль эстетическое значене золотого сЪченя; поль его 
вляшемь п при его сотрудничествВ было нанисано въ 1609 
году сочинеше Луки Пачюло ‹ Божественное дфлеше» (Оууша 
ргорог@ю), гл эта тема трактуется съ большой обстоятельностью. 
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Математичесый инстинкть пчелъ. 


Задолго, быть можеть, до появлешя человЪфка на земномтъ 
шарЪ, пчелы разрЪшили задачу, представляющую не малыя 
теометрическя трудности. Хотя она разрфшается средствами 
элементарной математики, но не думаемъ, чтобы ученики вы- 
пускного класса были довольны, если бъ пыъ на экзамен 
предложили эту «пчелиную задачу>. 

Архитектура сотъ сь ихь шестигранными ячейками извЪстна 
всякому. Однако далеко не вс знаютъ, сь какимь поистин® 
поразительнымъ расчетомъ онф сооружаются. Стремясь возможно 
экономнЪе пепользоваль мфсто въ тфеномъ ульф и возможно 
меньше затратить драсоцфннаго воска, пчелы показали себя не 
только трудолюбивыми архитекторами, но п отмЁнными мате- 
матиками. 

Остановимся прежде всего на шестиугольной форм ячеекъ 
п разберемъ, почему пчелы отдали предпочтене этому много- 
угольнику. Передь ними стояла задача заполнить данную 
плоскость правильными многоугольниками силоши безз яросвт- 
71065, — ибо улей тфсенъ и падо использовать каждое м}стечко. 
Кавке многоугольники годятся для этой цфли? Воть первый 
вопросъ, и мы займемся его разсмотр®немъ. 


Сумма угловъ всякаго многоугольника = 54 (и— 2), слфд. 
каждый уголъ правнильнаго миотоугольника 0 # сторонахъ = 
_ 24 (п—2) 
та, 
какую-либо плоскость, то вокругЪ каждой вершины ихъ должно 
быть расположено цфлое число такихъ угловъ. Другими словами, 
правильный многоугольник ь только тогда годитея для сплошного 
заполнешя плоскости, когда уголь ого, повторенный Ё разъ, 
составить 44. Поэтому мы можемь составить слфх. уравнение: 

24(и—2) _ 


А - . 
п 


Если таве МНОГОУГОлЬИЕи 6710 заполняють 


Сокративъ па 4 и сдЪлавъь упрощеня, получим: 
И ыы 
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гд% число угловь (или сторонъ) миогоугольника, а #—чиело 
многоугольников, имфющихъь общую вершину. Слфд., ян й 
должны быть числа цфлыя и положительныя. Намъ остается 
найти всф иблыя и положительтыя решая этого неопредлен- 
нахо уравнения 3-й степени. 

Даля этого придется сдфлать рядъ преобразовашй. Оипред$- 
лпвъ # изъ уравнешя (1), пмфемъ: 


Разсматривая равенство 
=. 
ыы ЕЁ 
мы видимъ, что # будеть цфлымъ числомь лишь тогда, когда 


частное т о будеть число ЦЪлое; другимн словамп — когда 


#—2 будеть однимъ пзъ дфлителей числа +4. Такихъ дфлителей 
немного, и ихъ легко найти всЪ: 4, 2 и 1. Дальнфйшй ходъ 
рЪиентя ясенъ. 


&—2=| 4 |2 

4 
Ш ; | - Р 
и 

Ё == 6 |4 З 


Итакъ, только три рЫшешя удовлетворяють нашимъ усло- 
вямъ и, слфдовательно, только три правильныхь многоуголь- 
пика могутъ заполнить илоскость сплошь, безъ проев®товъ. Это— 
треугольникъ, квадрать п шестиугольникъ. Въ первомъ слу- 
чаЪ. къ каждой вершин\Ъ будуть сходиться 6 многоугольников, 
во второмь—4, въ третьемь-—8. 


Какому же изъ нихъ надо отдать продпочтеше? При устрой- 
ствЪ торцовыхтъ мостовыхь шашкамъ придають шестиугольную 
форму, —о дЪфластся это просто потому, что тупые углы (1207) 

ВЪ ЦАРОТВЬ СМЕКАЛКИ. +6 
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менЪе скатываются, нежели прямые углы квадрата или острые— 
треугольника (замфтимъ, къ тому же, что дерево колется вдоль 
годичныхь слоевъ, имфющихъь форму концентрическихъ пру- 
говъ). Пчеламтъ съ этимъ особенно считаться не приходится, 
зато имъ крайне важно экономить воскъ для стфнокъ ячеекъ. 
Значить, надо опредфлить, какой изъ этихъ многоугольниковт, 
при равныхъ площадяхъ, имЪетъ наименыш вонтуръ. Это вто- 
рой матоматичесый вопросъ, также правильно разрешенный 
ичеламп, ибо изъ трехъ упомянутыхъ фигуръ шествугольихь 
какъ разъ имфеть наименьший контуръ. 

Въ самомъ дЪлЪ. Вообразимъ треугольникъ, квадрать и 
пестиугольникь, пмфюцие одну и ту же площадь ©, и сравиимъ 
ихъ периметры. 

Для /\-ка изъ равенства 

5_ 3 
4 


находимъ сначала сторону а, а затфмъ и периметрь Р, =3За 


Г 


Р. =6 Е 
УЗ 


1 


Для квадрата имфемъ, что сторона его 8 =У5, а сл5дов. 
периметръ 


Для правильнаго шестнугольника со стороной с имфемъ: 


3 УЗ 


© = , 
2 
откуда периметръ 
ый 
у — бе—=6 Е 
ЗУЗ 
Отношеше: . 
т Ре м 
о —6 Аб —— 1: 6 —= 
и. у у ИЗ ВИ 


—1: 0,905 : 0,816, 


откуда ясно, что перимегрь шестпугольника (Р,) наименьший. 
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Но и э10 еще не: всЪ математические вопросы, разр шенные 
пчелами. Самую трудную задачу намъ еще предстопть раз- 
смотрЪть. Она-то собственно п есть та «задача о пчелиныхь 
ячейкахь», поторою занимались ученые ХУШ вфка. Пол- 
ное рёшеше ся принадлежить извЪстному математику Макло- 
реню, который занялся ею по совфту натуралиста Реомюра. 
Ниже мы помфщаемъ задачу и ея рьшеше въ томъ вил», какъ 
они приведены въ курс алгебры Н. Н. Маракуева, 


Задача 69-я. 
О пчелиныхь ячейкахъ. 


На продолжени оси ОО’ правильной шестиуголь- 
ной призмы возьмемъ точку 5; черезъ эту точку и чрезъ 
каждую изъ сторонъ равносторонняго треугольника 
АСЕ, полученнаго соединешемъ 
чрезъ одну вершинъ верхняго осно- \ 
вав!я призмы, проведемъ три пло- 
скости, по которымъ отрЬжемъ 
отъ призмы три тетраэдра ВАСК, 
ОСЕН и ЕЕАЁ и замЪнимъ ихъ 
однимъ тетраэдромъ 5АСЁ, по- 
ставленнымъ надъ призмой. Но- 
вый многогранникъ будеть ограни- 
ченъ сверху тремя ромбами 5АКС, 
5СЕН, 5ЕАГ; объемъ его всегда 
равенъ объему взятой призмы, гдЪ 
бы ни взять точку 5 на оси, ибо 
пирамида 5АСЕ составлена изъ 
трехъ пирамидъ 5ОАЙС, БОСЕ и 
ХОЕАЛ, соотвЪтственно равныхъ 
тремъ отр$заннымь пирамидамъ; 
такъ пирамила ЗОАС-= пир. КАВС, ибо онЪф имЪютъ 


равныя основашя (ЛОЛС—= ДАВС, какъ половины 
16 


’ 


м. -. И 


Фиг. 109. 
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ромба АВСО) и равныя высоты бО и КВ (по равенству 
прямоугольныхъ треугольниковь $ОГи КВ1). 

ИмЪя равные объемы, многогранники имютъ, одл- 
нако, различныя поверхности, и задача состоите в% 
опредьлени точки 5 так, чтобы поверхность новало де- 
сятниранника имьла наименыиую величину. 


Ржшене задачи. 

Пусть АВ=а, ВВ'= 00'=6, ВК=БО=х; въ т 

комъ случа АО=ауЗ3; 51=У 50? -- ОТ? =И а2--® = 
Тут -Е 08; сад. АК-УЧЯ Е; 
площадь ромба ЗАКС, равная полупроизведентю дагопалей 
АС и 5К, выразится формулою Б уз а2--122?; площадь тра- 
пеци СКВ’О!—формулою 5 а (26 —2). СлФдоват., поверхность 
многогранника, не считая основаня, выражается формулою 
сауЗ а? -- 129 --3а (26—12), 

или 


ве] УЗ 12 --2Ь —| 


Постоянный множитель За не вшяеть на условя тах. и 
ши., и потому вопросъ приводится къ опредфленю пиииии’”а 
скобочнато выраженя. Положивъ 


Вузе 12572 -|{- 96 —ж=т 


п освободивъ это уравнене оть радикала, найдемъ 


82? — 8(т— 26) За" —4(т — 26)*—0, 
откуда 


„_ 28—26) =У6| О = | 
=. . 
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Чтобы д было дЪйствительно, необходимо, чтобы 


2 
2(т — 26)? — а*=0, пли (т— 26} =-; или тж — 26 == © 
2 


УЕ 


что искомая минимальная поверхность равна 


Отсюда штии. (т) = 26-|- Помноживъ на За, найдемъ, 


За? 
баб -|. Ре 
Ув’ 
ее 
а соотвфтетвующая величина, = д ау2. 


Формула для х показываеть, что разность двухъ смежныхъ 
боковыхъ реберъ должна быть равна четверти дтагонали квад- 
рата, построеннаго на сторон шестиугольника, служащаго 
оспованемъ призмы. 

За?уЗ. 
о: 
слЪд. поверхность многогранника минимальной поверхности меньше 


Поверхность призмы, не считая основашя, былабы баб -- 


3 = = - Е 
на 5 а?(УзЗ—У 2) поверхности шестпугольной призмы, имющей 


10 же основане п тоть же объемъ. 
Легко видЪфль, что для треугольника АБТ им\феть м%сто 
пропорщя 
ВК: БТ: ЖК=1:у3:у$, 


откуда (при помощи тригонометруи) найдемъ, что уголь БУК = 
== 35915162". 

Остается прибавить, что ячейки пчель суть пменно таке 
десятигранники съ напменьшей поверхностью, т. е. шестигран- 
ныя призмы, ограниченныя съ одной стороны птестиугольникомъ 
(входъ въ ячейку), сь другой тремя ромбами подъ указаннымь 
угломъ (дно). Два слоя ячеекъ вплотную входятъ другь въ друга, 
острыми выступами своихъ доньевь и обращены открытыми 
шестиугольниками въ противоположныя стороны. Каждая пара 
такихъ слоевъь и составляеть сотъ. 
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Столь совершенная архитектура пчелиныхь сотъ, съ матс- 
матическимь разсчетомь и экономей использующая помфщенте 
улья и строительный матералъ (воскъ), уже давно приводить 
вт изумлеше паблюдателей. Еще Паппует, математихь ГУ вЪка 
по Р. Хр., обратить внимане па строго геометрическую форму 
ячеекъ. Дарвинъ пытался объяснить возникновенше этого слож- 
наго инстинкта пчелъ своей теорий естественнаго отбора, а именно, 
онъ допускаеть, что предки нашихъ пчель сооружали ячейки 
цилиндрической формы, и что эти цилиндры, тЪеня лругъ друга, 
постепенно превратились въ шестигранники. Однако его теорля 
далеко не объясняеть всЪхъ особепностей структуры сотъ (напр. 
того, что ячейки при данномъ объемЪ имЪють наименьшую по- 
верхность). НЪть сомнфя, что мы стоить здЪсь ‚иредь одной 
изъ глубочайшихь загадок» природы. 


НЖукъ геометръ. 


Если пчелы разрЪшили задачу изъ курса элементарной ма- 
тематики, то небольшой жучекъ семейства слониковь разрф- 
шилъ еще бол\е трудную задачу — изъ курса высшей математики. 
Зоологическое назваше этого жука-мате- 
матика Айупсйез Феййае, а народное— 
березовый слоникз. Этотъ маленьый (4 ми- 
лиметра) черный, блестяпИй жучокъ съ 

длиннымъ хоботкомь имЪфеть привычку 
м и свертывать въ трубки листья березы, ольхи, 
вид. Черточка внизу бука, чтобы положить въ нихъ своп яички. 
“туральной веди Большого удовольстья саловодамъ и л%со- 
туральной величин. уд адовод со 

водамь березовый слоникъ, конечно, не 
доставляетъ, но зато онъ способенъ привести въ восхищене 
математика, если послБднй обратить внимаше на, способъ, какимъ 
мучекъ свертываеть листья. Въ общихъ чертахъ эта манера 
такова. Предварительно слоникъ прогрызаеть близь основаня 
листа двЪ кривыя лин я, которыя идутъ оть средней жилки въ 
краямь (см. фиг. 111, цифра 3). ПослЪ этого онъ свертываетъ 
въ трубку сначала одну половину листа, а затЪмъ обвертываетъ 
эту трубку другой половиной. Получается нЪчто въ родЪ сигары, 
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поторая и остается висеть на череший (фиг. 111, цифры 4 и 5), 
укрывая положенныя въ нихъ яйца. Все это длится около полу- 
часа. 

Математическ!й ипетинктъ березоваго слопика проявляется въ 
выборз формы кривого прорфза, который опъ дфлаеть на пла- 


Фиг. 111. Жуколеометрь. Ти 2— Березовый слоникъ. 3—листъ, на которомъ 
показаны форма и попожене прорёзовъ. 4и 5 свернутые листья. 6—дичинка 
1—еслоникъ въ увеличенномъ вид$. 


стник% листа. Эта кривая выбирается далеко не случайно и 
находится въ нЪкоторой, довольно сложной, -— однако вполнЪ 
опредфленной—связи съ формой самаго края листа. Вы можете 
убфдиться въ этомъ на опыт. ВырЪжьте изъ бумаги фигуру 
листа (фиг. 112) и попробуйте свертывать ея половины ВъЪ 
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трубку, какв это дЪлаеть слоникт, прорфзавъ предварительно 
листь у его основашя. Окажется, что еели прорзь сдЪланъ но 


Фиг. 112. 


прямой 04 или по дугамъ оба и ое4, 
свертыване удается далеко не такъ 
легко и удобно, кавъ въ томь случаЪ, 
когда надрЪзу придана форма ©- образ- 
ной лини оса или ое4. Для полиаго 
же усиЪха дЪла важно, чтобы эта б-об- 
разная кривая имфла вполнф опред$лен- 
ную форму и занимала опредфленное 
положенше по отношентю къ краю ли- 
ста. Въ термпнахъ такъ называемой 
высшей математики эта взаимная связь 
можеть быть выражена такъ: линя про- 


рфза должна быть «эволютой» краевой лини листа; или, что 
то же самое, краевая лишя листа должна быть «эвольвентой» 


ливши прор%за. 


Эволюта и эвольвента. 


Постараемся объяснить кратко и наглядно, что такое «эво- 
люта» и «эвольвента». Обратите внимане на фигуру 113. 
ЭдЪеь изображены двЪ кривыя— окружность О и кривая АВОШЕ. 


Зависимость между ними 
та, что каждая касатель- 
ная къ кривой О перпен- 
дикулярна къ кривой 
АВСЬЕ. Если двф кри- 
выя находятся между со- 
бой въ такой зависимо- 
сти, то ту, которая пер- 
пендикулярна къ каса- 
тельнымъЪ первой кривой, 
называютъ эвольвентой 
или развертывающей, & 


[:] 


Фиг. 118. 


первую — эволютой или разверткой. Въ нашемъ примЪрЪ кругъ 
О будеть эволютой, а кривая АВСОЕ —эвольвентой. 

Если вы желаете по данной. эволют$ построить ея эволь- 
венту, то можете поступить слфдующимъ образомъ. Начертите 
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эту эволюту на толетомъ картонЪ илн дерев® и вырфжьте ее 
по краю. Положите вашу картонную эволюту на листь бумаги, 
закр®тите нить Аа въ т10чкВ @ (ем. фиг. 113); па другомь же 
копи} пити сдфлайте петельку и ветавьте въ пее карандашъ. 
Теперь заматывайте иить на эво- 
люту, слЪдя за тЪмъ, чтобы нить все 
время оставалась натянутой. Тогда 
конец, А начертить вамъ эволь- 
венту взятой кривой. Элю строго до- 
казывается въ курсахъ аналитической 
геометрии. - 

Вы могли поступить п иначе — 
а пменно, предварительно обмоталь 
нить кругомъ эволюты и, держа въ 
патяпутомъ видф, размеитывать ее. 
Вь этомъ случаф вы получите ту же 
самую эвольвенту, что и ранфе. 

Отсюда слФдуеть, между прочимъ, 
что касательныя эволюты (онЪ же п 
рамуся кривизны эвольвенты) равны 
длин той части эволюты, еъ которой 
он смотались. Другими словами: если 
мы начали сматывать съ точки & 
(фиг. 113), то длина прямой еЁ равна 
днин% дуги ех, 4р=дех, с0= 
саех ит. д. 

Обратно, если по данной эволь- 
вепт$ надобно начертить ея эволюту, 
то проводять къ эвольвент® рядъ нормалей (перпендикулярныхъ 
лин), которыя пересфкаясь одна съ другой, образують нФко- 
торую ломаную ливю. Вписавъ въ эту ломаную лин!ю кривую, 
касательную къ ея элементамъ, вы получите искомую эволюту. 


Фиг. 114. 
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Задача 70-я. 
Построеше жука-геометра. 


Воть такого-то рода задачу— постройки эволюты ино данной 
эвольвент —и р®шаеть березовый слоникъ. На той половинЪ 
листа, которая потомъ послужить внутренней трубкой, онъ вы- 
грызаеть эволюту краевой ниши листа. Если для линш надрЪза 
АфсаедйЯт (см. фиг. 114) построить ея эвольвенту, то эта, 
послфиняя будеть имёть форму кривой АВОРЕСТКГ У, 
весьма близко подходящую къ краевой лиши листа. 

Прор%зъ другой половины листа, которая облекаеть пер- 
вую, не отличается такой математической правильностью. Этого 
и нельзя ожидать, такъ какьъ вторая половина не свертывается 
свободно, какъ первая, а навивается на первую. 

На жук*-геометр® мы и закончимь нашу бесфиу о «мате- 
матикз въ природ». 


«Новыя начала геометрии». 


Знаменитый мемуаръ Лобачевскало вз краткомь изложенти Н. П. Соколова. 


Тому, кто желаеть ознакомиться съ работами Лобачевскаго, 
лучше всего начинать съ изучентя его сочинешя «Новыя на- 
чала геометрш». Вотъ почему, желая ознакомить читалеля съ 
характером изсуфдовашй нашего великаго геометра, мы и дасмъ 
ниже разборь содержашя этого сочиненя. Еели читатель, 
въ силу малой подготовки, не осилить сразу всей этой главы, 
то досталочно внимательно прочесть на первый разъ первую ея 
половину, — особенно начала новой теорли параллельныхь— ло 
введентя въ изложеше тригонометрическихьъ и гиперболическихь 
функций. Это не составить особаго труда. 


Разематриваемое сочинеше Лобачевскаго состонть изъ введе- 
ня п тринадцати главъ. 

Во введени, которое Лобамевсый начннаеть «разбором 
прежнихь теор», онъ указываеть недосталкл главнфйшихь 
изъ извфетныхъ ему доказательствь одиннадцатой акаюмы Ев- 
клида и старается выяснить ихъ причины. Вопреки мнЪфню 
Лежандра, онъ находить, что эти причины коренятея вовсе не 
въ недостаточно точномъ опред$ленш прямой и даже «нисколько 
не завпелть оть тфхь недосталковъ, которые скрывались въ 
первыхъ понямяхъ». ТЪмъ не менфе эти недостатки весьма, 
важны сами по себЪ, и, къ чести Лобачевскато надо сказать, 
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онъ одить изъ первыхъ обратилъ внимане па эти недостатки, 
замфтивъ, что эти первыя понятя: «пространство, протяжеше, 
м?фсто, тЪло, поверхность, лишя, точка, направлеше, уголь- 
слова, которыми начинають Геометрио, но съ которыми никогда 
не соединяютъ ябснаго поняття». 

Онъ первый сдфлалъ, попытку устранить эти недостатки, 
перестроивъ съизнова начала Геометрии, начала, къ которымъ 
со времени Евклида не смёльъ прикасаться ни одинъ смертный. 
Только блестящий усп%зхь первыхь изслфдованй, правда, не 
признанныхь и даже осмфянныхъ современниками, могь внушить 
такую смфлую, скажемъ даже, дерзкую мысль. 

Уже доказанная предъидущими изслФдоваюями необходи- 
мость опыта дия доказательства одиннадцатой акаюмы Евклида, 
приводить Лобачевскаго къ заключеню, нынЪ уже, можно 
сказаль, ходячему, что «первыми данными будуть всегда тЪ 
понятя, которыя мы прюбрЪтаемъ въ природ$ поередствомъ 
нашихъ чувствъ» и что темноту въ основныхъ понямяхъ Гео- 
метри производить именно «отвлеченность, которая въ примЪ- 
неши къ дфйствительнымъ измфрентямъ дЪлаелся лишней, а 
слфдовательно въ самую теоршюо введена напрасно». Многя 
опредфлешя онъ считаеть недостаточными уже и потому, что 
эти опредфлевя «не только не указываютъ на происхождене . 
геометрической величины, которую хотять опредЪлиль, но даже 
не доказываютъ, что тая величины существоваль мотуть». 
Посему онъ «вместо тото, чтобы начиналь Геометрю прямой 
лиНею и плоскостью, какъ это дфлается обыкновенно, пред- 
почель начать сферой и кругомъ, которыхъ опредфлеше не 
подлежить упреку въ пеполнотЪ, потому что въ этихь опредЪ- 
леняхь заключается способъ, каким, образомъ эти величины 
проиеходятъ». 

Плоскость онъ поелЪ этого опредфляеть, какъ геометриче- 
ское м%сто круговь пересЪченя равныхъ сферъ, описанныхь 
около двухъ неподвижныхъ точекъ-—полюсовъ. Изъ этого опре- 
дЪлевшя онъ выводить уже вс основныя свойства плоскости. 
СоотвЪтетвенно этому, прямая опредЪлялется, какь геометриче- 
ское мЪето точекь пересфченя равныхъ круговъ, описанныхь 
около двухь данныхъ точекъ на плоскости, хотя это опредз- 
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леше выражено у Лобачевскаго недостаточно ясно и начинается 
собственно такимъ опредфленемь: «Прямой называется та ливня, 
которая между двухъ точекь покрываеть сама себя во всЪхъ 
положенахъ», а затЬмъ уже выводятся всф остальныя свойства, 
прямой п устанавливаются ея отношевя къ кругу и плоскости. 
Этимъ опредфлешямъ осповныхъ элементовъ геометрии п устано- 
вленю ихъ основныхъ соотношешй посвящены 06% первыя главы 
сочиневя. 

Третья глава посвящена изученю м?ровыхъ соотношенй 
отр®зковь и угловъ. ЗдЪеь, кажется, въ первый разъ дается 
поняте объ углЪ, какъ чиелф отвлеченномъ, показывающемь 
только отношене двухъ дугь одного круга, изъ которыхъ одна 
принята за едипицу м$фры; опредблене, которое надо, мн% 
кажется, считать единственно правильнымь, но которое, къ со- 
жалфыю, во веЪхъ нашихъ учебпикахь замняется боле или 
менфе нсудачиыми альтернативами опредфлевнй Евклида или 
Бертрана изъ Женевы. Вотъ подлинное опредфяеше Лобачев- 
скато. й 

«Беличина душ или части сферы, выраженная вз зраду- 
сатз и доляхь зрадуса, даже вообще по сравнению сё ттмз 
же крузомь или сэ тою же сферой, называется уюль, кото- 


1 1 
фый бывает прямой, козда равен о ®, острый, кода <, т, 


1 
тупой, козда`> т и о. 


Это опредфлеше донолняется еще двумя теоремами: 40. Ли- 
нейный уголъ не зависить отъ величины полупоперечника въ 
кругЪ, но служить только къ опредфлению взанмнаго положеня 
двухь прямыхъ; и 42. Илоскостной уголь не зависить ‘ть 
полупоперечника сферы, ни оть мЪфста для центра на лини 
пересфчешя двухъ плоскостей. 

Опрел$ливь такимъ образомъ уголь и указавь вмЪфст® съ 
„ТЪмь епособъ его измфрентя, Лобачевский переходить въ сл$ду- 
ющей четвертой главЪ$ къ изученйо взаимнаго положения пря- 
мыхь на плоскости, плоскостей и прамыхь въ пространствЪ, 
при чемъ находить основныя зависимости между сторонами п 
углами треугольниковъ какъ плоскихъ, такъ и сферическихъ. 
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Пятая глава, посвященная измфрентю тфлесныхь угловъ, пред- 
ставляеть весьма изящное изложеше осповныхъ теоремъ сфе- 
рической Геометрит съ призложенемь ея къ теор правильныхъ 
тЪлъ. Глава шестая разсматриваеть условя равенства треуголь- 
никовъ и зависимость свойствъ треугольника оть гипотезы о 
сумм его угловъ. Наконець въ главахъ УП, УШ, Х и отчасти 
ХГ „Тобачевсюй излагаеть свою новую тсорпо параллельныхь 
лин, не зависящую отъ справедливости одиннадцатой аксомы 
Евклида. Главы 1Х, ХИ и ХШ посвящены пзложенйю тригоно- 
метрии какъ плоской, такъ п сферической, и для насъ особаго 
значеня уже не имфють; поэтому, не останавливаясь на нихъ, 
ограничимся только изложетемъ новой теор параллельныхъ. 
При этомъ, прослоты ради, позволимь себф отступать иногда 
оть подлиннаго изложеня, пользуясь трудами другихъ геоме- 
тровъ, какъ предшествовавшихъ, такь и сдфдовавшихь за Лоба- 
чевскимъ. 

Начиемь съ доказательства трехъ поедфднихъ теоремъ главы 
шестой. 


Сумма угловъ прямолинейнаго треугольника АВС 
не можетъ быть болыше двухъ прямыхъ. 

Пусть эта сумма п-- а, тд а какъ угодно малый уголь, 

п пусть А нанменьший уголь ЛА АВО (Фиг. 115). Чрезъ сере- 

В дину М стороны ВС 

> проведемь прямую 

м АМ и на продолжети 

ея отложимъ отр?Ъзокъ 

А е МХ= АМ. Тогда А 

АМВ= ММС, ибо 

имють равные верти- 

кальные при вершин Л углы, заключенные между равными по 

построентю сторонами. Значитъ, сумма, угловъ треугольника АМС 

должна быть равна суммф угловь Л-ьа АВС, т. е. равна 


Фиг. 115. 


1 
п-- о, причемъ хотя одпнъ пзъ угловь его будеть < 5. 


Продолжая подобное иостроенте, мы придемъ наконецъ къ такому 
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А. 
треугольнику, одинъ изъ угловъ котораго будеть < >; 34 что 


невозможно пбо сумма двухъ угловъ треугольника, всегда, т 
, ; у ) д 


Итакъ, сумма угловъ треугольника можеть быть 
только или равна, или меньше т. Если она будетъ 
равна п хотя въ одномъ треугольникЪ, то она будетъ 
равна ® и во всякомъ треугольник$. 


3 


| хе 
ГУ 


Чтобы убфдиться въ этомъ, построимъ на сторон ВС такого 
треугольника АВС равный ему Л А’ВС (Фиг. 116). Сумма 
угловъь полученнахо параллелограмма будеть 2. Лено, что изъ 
такихъ параллелограммовь можно построить параллелограммъ, 
стороны котораго какъ утодно велики, а сумма угловъ 2%. 
Такой параллелограммъ въ свою очередь можеть быль дагональю 
раздфлень на два равныхъ треугольника, сумма угловъ въ 
кажломъ изъ которыхъ будеть к, а одинъ изъ угловъ равенъ 
углу А даннаго треугольника. Пусзь ЕР одинь изъ такихъ 
треугольниковъ, достаточно большой для того, чтобы какой-либо 
произвольно взятый треугльшкь ММ могь помфетиться 


Фиг. 116. 
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внутри его, Помфетимъ его такъ, чтобы № и С лежали на ЁХ, 
а М гяЪ лнбо внутри ЁРРЕ. Прямая ЕМ, пересЪкая ВЕ въ 
точЕЪ А, раздФлить КО на два треугольника ЮЕЁА п ЕВЕ. 
Согласно опрел$леню смежныхь угловъ, сумма пхъ равна 24, 
т. е. ДЕГ-- ЕВЕ=т. Слфдовательно, сумма угловъ этихъ 
двухъ треугольниковъ, очевидно, равная суммЪ угловъь /\-ка 
РЕЕ, сложенной съ суммой двухъ названныхь смежныхъ 
угловъ при точкф А, будеть равна 2. Но, соглаено доказан- 
ному выше, — сумма угловъ треугольника не можеть быть больше т, 
значить, необходимо сумма угловъ каждаго изъ треугольниковъ 
ОЕЕ и ЕВЕ должна быть равна т. 'То же будеть п для пря- 
мыхъ 2.М, М1, и МУ. Посему сумма угловъ Л МЁМ также 
равна п. 


Если сумма угловъ треугольника меныше т, то 
двухз неравныхз треуюльникове, имъющихь данпые уплы, быть 
не можетв. 


В’ 


Фиг. 117. 


Пусть АБС и А'В'О-—два треугольника (фиг. 117), такъ 
что А-= А, В=Ви С—=0; АС>А!С’. Наложимъ А!В’С! 
на АБС такъ, чтобы углы А и А' совмЪстилиеь; пусть при 
этомъ точна С’ упадеть на точку 1); точка 0’ можеть упасть 
либо въ точку Ё на сторон АБ, либо въ точку Г на ея про- 
долженш. Въ первомъ случаф сумма угловъ четыреугольника 
ВСПЕ будеть равна 2п,—а именно: сумма сможныхь угловъ 
ДАЕО -- { ВЕБ—т. Но уюль АЕП=И В, поэтому 
ДВ--ИВБЕБ=ят. То же, очевидно, имфеть мфсто и для 
остальной пары угловъ, тавъ что ДОРА ОСРЕ= = Четыре- 
угольникъ ВСОЮ, сумма углов котораго равна 2х, любой изъ 
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дагопалей дфлатея на 2 треугольника, въ каждомъ изъ коло- 
рымъ сумма угловь должна быть равна я, что, соглаено выше- 
доказанпому, невозможно. Во второмъ случаз праямыя ВС п 
РЕ, переефкаясь, образують два треугольника ОСН п ЕБН, 
въ каждомь изъ которыхъ сумма двухь угловъ х, а слфдова- 
тельно сумма вефхъ четырехъ угловъ больше п, ч1о невозможно. 
И таьъ необходимо А'В'—= АВ, а потому и А'В'С!' = АВС. 


Раземотрфнныя предложеня дають возможность уже вполнЪ 
строго изложить повую теоршо параллелытяхь Лобачевекаго, 
пзложеше коей начнемъ со слфдующаго предложения. 

Чрезь любую данную точку можно провести пря- 
мую, составляющую съ данной прямой какой угодно 
малый уголъ. 


А. Н 


1: с р 
Фиг. 118. 


Пусть прямая „10, проходящая чрезь даниую точку А 
(фнг. 118), составляеть сь данной прямой ВО уголь © отло- 
жим ЮО-= АС; въ обфихь гипотезахь уголь АРВ булеть не 


° 


& + 
больше >- Повторяя то же построеше, можемьъ сдфлаль его мень- 


4“ > Г] 
шее 9") т. е. меньше всякой данной величины. Посему, если 
= 


сумма угловъ треугольника равна п, есть только одпа прямая, 
проходящая чрезъ данную точку 4 параллельно ВС (фиг. 113); 
ибо пусть 4 пернендикулярь къ ВО, п АИ периендикулярь 
къ 40, прямая АН не переефкасть ВС. Проведемь прямую 
АС, составляющую съ ВС уголь С<а, уголь НАС будеть 
также, слФдовательно, < я, п потому какъ угодно маль вуфет% 
съ а, такъ 410, какъ бы мало мы ни отклонили АН оть ея 
ВЪ ЦАРСТВТЪ СМЕКАЛКИ. т 
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положен я, она уже будетъь пересФкать БС. Не трудно вил? ть, 
что и обратное предложене также пмЪсть мЪето. 

Если сумма угловъ треугольника «т, то прямыхъ, 
не пересБкающихъ данной и проходящихъ чрезъ дан- 
ную точку, можно провести безконечно много. Лоба- 
чевскй называетъ параллельными данной прямой ВС 
двЪз такя прямыя 4) и АЕ, которыя отдЪляютъ пря- 
мыя, перес5кающия ВС отъ неперес5кающихъ. Острый 
уголъ, который эти прямыя составляютъ съ перпен- 
дикуляромъ АВ изъ А на ВС, онъ называетъ угломъ 
параллельности относительно длины АВ, и, если АВ=р, 
обозначаеть его символомъ П(р}. Ту сторону, съ ко- 
торой параллельныя прямыя приближаются другъ къ 
другу, онъ называеть стороною параллельности. 

ЛвЪ параллельныя прямыя параллельны другъ другу 
во всЪхъ своихъ точкахъ. 


А А. р 


Фиг. 119. 


Пусть АД параллельна ВС (фиг. 119); па продолжент АО 
въ сторону параллельности возьмемъ точку А’ и проведемъ иря- 
мую А’А' внутри полосы между АБ и ВС; прямая АЁ непре- 
мфнно пересфкаеть ВС гдЪ либо въ точкЪ Н, прямая АР, 
входящая въ треугольникъ АБН, можетъ выйти изъ него, только 
пересЪкая сторону ВС', посему параллельной къ ВС въ точкЪ А’ 
можеть быть только прямая АЛ. То же можно доказать и для 
любой точки прямой АР. 

Прямая ВС также параллельна прямой АР. Для сего до- 
статочно показать, что всякая прямая В межлу БС пи АБ 
перес$каеть АР. Опустимъ перпендикуляръь изь А на ВЯ" 
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2 
} 6 
Фиг. 120. 
(фиг. 120), и поверпемъ вею полученную фигуру, кромЪ пря- 
мой БС, около точки А такъ, чтобы этоть перпендикулярь АС 
совмЗетилея съ АВ,— прямая ВЯ займеть тогда, ноложеше НИ 
между АБ н БС, прямая АД положеше АЙ п булеть пере- 
сЪкать НЯ, ибо въ эчомъ положени она должна пересЪкать 
прямую БО. СлФловалельно, и въ начальномь положеши АО 
пересфкала БС’, что и требовалось доказать. 


ЛвЪ прямыя, параллельныя третьей, параллельны 
между собою. 

Пусть изъ трехъ неперес$кающихся прямыхъ АБ парал- 
лельна СР ни ЕР. Положимъ, что СБ лежить между АВ и 
ЕЕ, тогда любая прямая ЕЁ, направленная въ сторону СР, 
перес$четь АБ, а потому и СО, лежащую ближе ея. На до- 
казательств® этой теоремы для случая, когла АВ лежить между 
СО п ЕЁ, или кора АБВ, СБ и ЕЁ не лежать въ одной 
плоскости, я останавливаться не буду, и перейду прямо къ вы- 
воду важнфйшихь слфдетвй самой теоремы. 

Эта теорема даеть намъ прежде всего возможность судить 
о характерь функши Шт). Такъ, мы уже можемъ утвер- 
ждать, что эта функцщя однозначна и всегда конечна; не трудно 
также показать, что она убываеть сь возрастаемъ перемЪн- 
наго х. ДЪйствительно П(а)= П(6) певозможно, ибо иначе 
два перпендикуляра къ одной прямой были бы параллельны, 


| п) =5 всегда; въ.то же время Н(а)> П(Ь) при а>6 


17 
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такяо невозможно. пбо иначе прямая, проходящая чрезъ конець 
перпендикуляра @« подъ угломь П(ф) къ нему, пе пересЪкаетъ 
уже п прямой, параллельной въ данцой въ концф перпенди- 
вуляра 6; слфдовалельно, всегда П(а) < П(6), или «>. 

Покажемь сще, что функёя Щх) может принимать 


с 


у т , 
веть значеня отз нуля 00 5. Пусть ВАС (фиг. 121)— данный 


83 -? 
аз аз о 


Фиг. 121. 


уголь. Изъ точки 6, на сторонф АВ опускаемъ перпендику- 
ляръ Ва, на сторону АС и откладываемь на АС отр?Ъзокъ 
а.а, = Аа,. Пусть перпендикуляръ изъ а, къ АС пересфкаеть 
сторону АВ въ точкЪ 6,. Если сумма угловь треугольник 
Аа,6, будеть п— а, то въ треугольник Аба, она будеть 
®— а, а въ треугольник Аа,б, <= — 2а. Повторяя подоб- 
пое построенте, мы будемъ получаль все таюме треугольники съ 
общимъ утломъ А, сумма угловъ которыхъ будеть меньше 
т— 44а, "— ба п вообще послЪ я построенй меньше м — 2%. 
Но такъ какъ она не можеть быть меньше А, то такое по- 
строеше можеть быль повторено липи, конечное число разь 


<“—А а 5 
#® — —_— Дальнфйцие перпенликуляры перестануть уже пе- 
о р 


ресФказь АВ, начиная съ нЪфкотораго конечнаго разстояня 5 
оть точки 4, для котораго П(2) = А. Отсюда заключаемъ, что 
функщя П(х) убываеть непрерывно, начиная оть значенея 
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т ' 
О -= 5 До зпачешя П(<5)=0. ПоелЪфднее обстоятельство 


позволяеть намъ предполагаль, что эта фуньцшя П(2) будеть 
показательнаго характера. 


Всякую показательную фупкцию можно выразить съ помощью 
простЬйшихь показательныхь функц, къ которымъ принадле- 
жать функщи тригонометрическя и гиперболичесвя. Основнымъ 
свойствомъ ихъ является ихъ однозначность. Это свойство утра- 
чивается при обращенш; функцш обратныя показалельнымъ— 
логариомичесвия п круговыя оказываются уже безконечно мно- 
гозначиими. Тфмъ пе менфе онф обладаютъ вефми свойствами 
однозначныхъ функц, если только мы будемъ принимать во 
внималте одну какую либо опредзленную вЪтвь такой функции, 
напр. если мы за значеню 2, соотвЪтствующее и=е° будемъ 
принималь 2 = юр-- № тдЪ вр — дЪйствительный логариемъ 
модуля и, а $ аргументь #, не превосходящий «. Воспользовав- 
шись этими соображешямн, попробуемъ разыскать аналитиче- 
ское выражеше функщи П(х). 

Пусть ВОС — данная прямая (фиг. 118), А — точка вн% ея, 
АВ— у — перпендикуляръ изъ А на ВО. Пусль АД — какая 
лнбо прямая, проходящая чрезъь точку А, отрзокъ ВО=х, 
уголь ВАД =0. Такъ какъ двЪ прямыя пересфкаются только 
въ одной точкЪ, то каждому значентю 6 будеть тогда соотвЪт- 
ствоваль одно и только одно значеше х, а потому, согласно 
вышесказанному, каждому значению 40 будетъь соотвфтетвоваль 
одно п только одно значеше 67. и обрално. Посему 20 и 7х 
должны быть связаны между собою линейнымъ соотношенекмь, 
А-В 
Оо 
4—0, а потому 620 и 2йх обращаются въ нуль одновременно; 
сверхъ того 06% функцш при переходЪ чрезь нуль мфняють 
знавъ; посему необходимо В=0, С=0, и искомая завиеп- 
мость принимаеть видъ 421 = (0.0. Пусть теперь 0, — уголь 
епараллельности для у, такъ что @,— (у), тогда ху=00, 
(=1 со | = А68Цу), откуда А = СУ). 


т. е. соотношемемьъ вида 71 = - Но при 0=0 п 
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Возьмемъ топерь какой либо троугольникь АБС прямо- 
угольный при т0чк№ С, такъ что гипотенуза его будеть с, ка- 
четы @ п 6. Изь послфдияго соотношешя находимь собойа — 
@(Ь)соА. со — а(а) сов В, откуда, замЪчая, что ©03й” = #| = 
—1й2%, находим: 


ТА 17а 

м УР О я 
зшйй 

зт В = 


У (а) - чб - ‹* (а) зв. 


Такъ какъ зтА долженъ обращаться въ сдиницу при @а=с 
и въ маВ при а==6, то выражешя полученныя исобходимо 


должны быть вида, ло ь и 


— зшй (а). Посему вообще должно быть 2() = со П(у) = зи, 
или послф небольшихъ преобразований: 


› что возможно только при < (а) = 


` 
— 9 


1 
с 5 Ну) = 


Это выражене дано Лобачевекимъ, послФ продолжительныхъ 
весьма сложныхт, хотя и болЪфе прямыхь геометрическихь с0- 
ображешй. 


Перейдемъ теперь въ изучению зависимостей между сторо- 
‚ нами п углами треугольника. 

Пусть АВС имфеть углы А = 
—= П(а), В=П(3) п С= Ц). На 
сторон ВС (фиг. 122) отложимь 
отрфвокъ С. =1 п па сторон% АБ 
отрфзокъ АЁ =; изъ точекъ © ип 
Е возставимъ перпепдикуляры 2.0’ 
и ЕЕ къ соотвЪтетвеннымъ  сто- 
ронамъ вн проведемъ прямую ВБ’, 
параллельную прямой 00’, а по- 
тому п РЕ’. Такимъ образомъ у 

Е’ насъ получаются углы СВБ'—е 
Фиг. 122. —=П(а—7) пт АВВ! — Пе», 
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связаппые между с0б0ю соотношешемь ПВ) =П(@а— 1) — 
—П (с — 2). Отр$зки а и 1 должны быть взяты съ обратным 
знакомь, если соотвтетвующие имь углы будуть тупые. 

Сь помощью этого соотношешя могуть быть найдены ве% 
остальныя завпеимости между сторонами и углами треугольника. 


Если стороны какого либо угла ВАС (фиг. т2т) 
пересБчемъ двумя прямыми, перпендикулярными къ АВ, 
то отношеше меныпаго отрфзка къ болышему на этой 
сторонЪ будетъ болыше отношеня соотвБтствующихъ 
отрёзковъ на другой сторонЪ. 

Чтобы убфдиться въ этомъ, отложимь на АС произвольное 
чиело равныхь отрЪзковь Аа, —=а,а, =а.@а.=...=а, С и 
изъ полученныхъ точекь возставимь перпендикуляры къ АС, 
которые пусть пересФкуть АО вь точкахъ 6, 6... 6. С. 
Раземотримъ два какихьъ либо смежныхь изъ полученныхь че- 
тыреугольниковъ: а„_14,0,_0, и аа, 16,6, ,- Перегнемь по- 
лученную фигуру по прямой а,6,; тогда точки ау и а 
совпадуть, а потому совпадуть н прямыя а, 161 и а, 16. 
Въ полученномъь такимь образомь треугольник® 6,6, (6,11, 
очевидно, уголь 0, будеть меныпе угла 6,_,, а потому и 
сторона 6,6, меньше стороны 6,6', 6, 6, 1, такъ что отрзки 
эти возрастають по мёр%Ъ удаленя отъ точки .4, откуда п сл*- 
дуеть высказанное предложене. 

Примфняя эту теорему кь прямоугольному треугольшику, 
найдемъ, что квадратз тотенузы больше суммы квадратовв 
катетовз. Изъь той же теоремы заключаемь, что разстояве 
между двумя перпендикулярами кз одной прямой возрастаеть 
по мтърь удаленая изз отз нея д0 безконечности. Разстояше 
между двумя параллельными прямыми возрастает в5 одну 
сторону 00 безконечиости, а в5 друнтю убываеть 00 нуля. 

Не останавливаясь на доказательствахъ этихъ предложенй, 
перейдемь къ послфднему предложеншю седьмой главы: 
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Перпендикуляры, возставленные изъ срединтъ сторонть 
треугольника, могутъ пересфкаться въ одной точкЪ, 
или вовсе не пересфкаться, или быть параллельными. 
Если два изъ этихъ перпендикуляровъ пересБкаются, 
то необходимо и трейй пройдетъ чрезъ точку ихъ пе- 
ресБченя; это очевидно. Если эти периендикуляры не 
пересЪкаются, то параллельность двухъ изъ нихъ вле- 
четъ за собою и параллельность имъ третьяго. 

Приведемь доказательство этого предложеня ТОЛЬКО ДЛЯ 
одного случая, именно, когда углы А и С треугольника АВС 
(фиг. 128) острые и перпендикуляры изъ средить сторонъ его 
АБ п ВО параллельны. Эти перпендикуляры необходимо перс- 
сЪвають сторону АС треугольника въ точкахь М и М, лежа- 
щихъ съ разныхь сторонъ средины ея Н, такъ что перпенди- 
кучяръ, возставленный къ АС въ 
точкЪ Н долженъ лежать между 
ними, а такъ вакъ онъ перес?- 
каться ни съ однимъ изъ нихъ не 
мозветъ, то онъ пмъ долженъ быть 


2 Е паралхеленъ. 
но Посл$днее обстоятельство пока- 
Фиг. 123. зываеть, что чрезь три данныя 


точки не вседа можно провести 
круз, и что круз с5 возрастатемь радцуса не можеть стре- 
лииться из прямой, ибо пначе перпендикуляры къ одной пря- 
мой были бы параллельны. 


ПредЪфльнымь положешемь круга должна, слЪдовательно, 
служить какая-то другая линя, обладающая тЪыъ свойствомъ, 
что перпендикуляры изъ срединъ хордъ ея вс параллельны 
другь другу. Эту кривую Лобачевсый называеть предёльною 
кривою, перпендикуляры изъ средины хордъ ея — осями предтьль- 
ной кривой, поверхность, происшедшую оть вращенйя пред? льной 
кривой около одной изъ ея осей, пред льной поверхностью. 

Вся восьмая глава посвящена именно пзученыо свойствъ 
этихь предфльныхь лишй и иоверхностей. 
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Въ самомь опредфленш предфльной кривой уже указывается 
н способъ построешя. Именно, на данной прямой АБ строимъ 
уголь П(а) при точ А и на полученной прямой отклады- 
ваемъ отр®зокъ. АС — 9 точка С будеть лежать на предль- 
пой кривой. Такимь образомъ по точкамъ можемъ построить и 
всею предЪльшую кривую. Изъ самаго снособа построешя ея 
видно, что дуги ея покрывають самп себя во всфхъ частяхъ, и 
что кругь не можеть перес$чь ее болфе, ч$мъ въ двухъ точкахъ. 

Подобными же свойствами должна обладаль, копечно, и пре- 
дЪльная поверхность. Плоскость, проходящая по оси поверх- 
ности, перес$четь ее по предФльной кривой, всякая другая пло- 
спость-—по кругу. ПредЪльныя лин 
на предфльной поверхиостн играютъ 
ту же роль, какъ прямыя па плоско- 
сти п, такъ какъ сумма двугранныхъ 
угловъ, происходящихь оть пересфче- 
нтя трехъ плоскостей по прямымъ, нпа- 
раллельнымъ другь другу, равна т, то 
сумма угловь предфльнаго треуголь- 
ника равна т, такъ что на этой поверх- 
ности теометыя Евклида примфнима 
вполнф и безь всякихъ ограничений. 

Въ заключене укажемь еще 
одно метрическое свойство предфльной 
кривой. 

Пусть АВи А'РВ'— дуги предфльныхь кривыхъ (фиг. 124), 
перес$ченныя парою параллельныхь прямыхъ АД! и ВБ» по- 
кажемъ сначала, что отношеше этихъ дугъ не зависить отъ 
ихъ длины. Для сего раздЪлимъ дугу АВ па я равныхъ частей 
п чрезь точки дфлемя 4, 4.„...А,„_, проведемь прямыя 
А Ат’, АА... А, А„-у’, параллельныя прямымь АА'и ВР. 
Эти прямыя раздФлять дугу А'В’ чакже на и равныхъ частей, 
пбо по свойство предфльной кривой полоса АА, А,'А!' можеть 
быть совмфщена съ полосою АА. А’,А' и сь каждою сл 
дующею, при чемъ, елФдовательно, будущь совмЪщалься также 
п дуги 4'А,’, АТА пт. д. Отношеше дугъ двухъ предФль- 
ныхЪ кривыхъ между двумя параллельгыми прямыми зависить, 


Фиг. 194. 
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слфдовательно, тольхо оть разстоянтя этихъ кривыхъ другъ оть 
друга. Если это разстояне будеть х п если отношеше двухь 
дуть, разстояше между которыми равно еднииц$, примем, за С, 
то это отношеюе будеть выражаться чпеломъ С", при чемь С 
должно быть необходимо больше единицы. Полагая С" == е, г е 
основаше Неперовыхуь логариомовъ, можемь представить это 
отношеше въ вил 


ив 


И 


В = 


На этомъ п закончимь изложеше геометрическихъ пзел$ло- 
ваайй Лобачевекаго. 


Результатомъ этихъ изслфловашй явилась новая, вполнф строй- 
ная и строго логическая система Геометри, которая должна 
была бы замфнить Геометрию Евклида, если бы его одпинадцатая 
аксеюма оказалась ложной. Но непосредственныя измфрения, на- 
примръ измфреная суммы угловъ треугольниковъ, вершинами 
которыхь служать весьма отдаленныя оть наеъ п другъь оть 
друга пеподвижныя зв%зды, не обнаруживають замфтныхъ откло- 
пешй оть этой аксюмы; посему Геометря Евклида вообще для 
любыхь разстоянй или по крайней мЪрЪ для разстояшй, съ 
которыми намъ приходится пмфть дфло, должна имфть м$ето 
безусловно. 

Вопросъ о реальномь существованш Геометрш Лобачевскаго 
п о значени одинналцалой аксюмы въ Геометри Евклида оста- 
вался, слФдовалельно, открытымъ. Рёшешемъ этого вопроса, пер- 
вый началъ заниматься одпнъ изь наиболЪе выдающихся со-` 
временныхъ геометровъ, птальянсый ученый, профессорь Ве]- 
бгатт, работы котораго п открывають собственно, нынЪ уже 
В®ъма обширную, область изслдовашй по геометри Лобачев- 
скаго. Въ своемъ «басо1о И Пцегргебалопе деПа Сбеотейта поп 
ЕцеН@еа», и затЪмъ въ «Теона Юпдашейдвае 4е>И Зрахи ат Сигуа- 
бага сопзбалие» въ 1868 году онъ показываеть, что Геометрия 
Лобачевскато для двухъ измфрешй, т. е. соотв$тетвующая Ге- 
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ометрш Ёвклпла па плоскости, вполнз примфиима па поверх- 
ностяхъ, имфющихь ностоянную отрицательную кривизну, Со- 
торыя онъ называет псевдосферическими поверхностями. 
Такимъ образомъ, реальное представлеше для си- 
стемы Лобачевскаго, по крайней мЪрЪ для двухъ изм}- 
ренй, было найдено, а вмЪстЪ съ тфмъ быль рЫыненъ 
вопросъ о значеши одиннадцатой аксюмы Евклида. Эта, 
акчома отличаетъ плоскость отъ псевлосферы. 


Н%которые фокусы, 


Еь области здраваго развия смекалки слфдуеть отпести 
умфнье пайтись не только при рЪшешш какого-либо хитро- 
умнаго вопроса, пли при выленеши математическаго парадокса 
и софизма. Необходимо, кромЪ того, развивать въ себф навык. 
чтобы различать истинно математическую задачу отъ простого 
фокуса, основаннаго на отводЪ глазь или попросту иногла— 
обман®. Н%сколько образцовъ распространенныхь фокусовъ по- 
добнаго рода мы и разъяеняемь въ этомъ отдфлЪ, начиная ст 
простЪйшаго изъ нихъ. 


Странная история. 
На стол лежить 5 спичекъ (или иныхъ какихъ предме- 
1 
товъ) | | | | | п въ каждой рук держать по одной. Теперь 
разсказывають такую историо: 

Пять овець (5 спичекъ) паслись на лугу, а въ лЪсу нахо- 
дились 2 разбойника (показывають 0об% спички въ рукахъ). 
Разбойники украли овоць одну за другой (беруть № 1 лфвой 
рукой, № 5 правой, № 2 лфвой, №1 правой, № 3 лфвой). 
Въ э10 время пришель пастухъ, и разбойники отпустили овець 
обратно (кладутъ обратно на столь 1 спичву изъ правой руки, 
1 изъ лЪвой, 1 изъ правой, 1 изь лЪвой, 1 пзъ правой (Те- 
перь въ лфвой рукВ находятся 2 спички, въ 10 время, какъ 
зрители считають, что въ каждой рук — по одной). 

Пастухъ удалился, и разбойники онять забрали одну за дру- 
гой веБхъ овець (нпачинають браль лЪвой рукой). Но въ это 
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время пришли солдаты, и разбойники убЪжали, оставивъ овепъ 
вь су. Открывають руки, и въ самомь дЪлЪ: въ одной рукЪ 
5 овець, въ другой 2 разбойника. 

Эта веселенькая. хотя ифсколько и страппая, иеторйка 
основана, очевидно, только па быстротЪ разсказа и постоян- 
номъ подсовыванш внф очереди лфвой руки вмфсто правой. 
Вакь ип прость этоть «отводЪ глазЪ», но сначала ошь уди- 
вляеть. 


Феноменальная память. 


Знаменитый «счетчикъ» Жакь Иноди— производивний въ 
умЪ математичесмя дЬйстия надъ многознанными числами, 
обладать, прежде всего, поистинф феноменальтой памятью чи- 
сель—онт запоминать сразу длинизйцие ряды цифрь и повто- 
рялъ ихъ безъь ошибки, вловно читалъ по писанному. ЗдЪеь мы 
имфемъ дфло съ р®лкимъ природнымь даромт,. Совезмъ другое 
ДЪло, когда такую же способноеть демонстрируютъь предъ пу- 
бликой провинщальныхь городовъ за$зяе фокусники. ЭЗдфеь дЪло 
вовсе не въ памяти, а въ примфнеши остроумнаго и крайне 
простого мнемоническаго приема. Полагаемъ, что читателю небе- 
зынтересно будеть съ нимъ ознакомиться, чтобы умфть, при 
случа, отличить истинную, природную способноеть оть про- 
стой уловки. 

Воть примЪръ. Фокуенлкъ диклуеть вамъ иЪфеколько длин- 
пйшихт, рядовъ цифръ и затЪмъ безъ запиши повторять их 
сколько угодно разъ, не смфшивая одного ряда съ другимъ и 
пе пропуская нп одной цифры. 

Весь секреть въ томъ, что фокуспикъ твердо выучиль не- 
большую табличку, гдЪ каждой пзь 10-ти цифръ отвфчають 
опред$ленныя согласныя буквы. Для тЪхъ, кло пожелаль бы 
самь позабавить своихъ гостей рядомъ эффектныхь фокусовъ, 
мы приводимъ ниже такую табличку. Въ ней стоящимъ на- 
верху цифрамь отв®Ъчають по дв согласныхъ буквы. 


бе 9 = 


4. 9. 
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Для облегченя небезполезны будуть кое-кавя мнемониче- 
сыя указаня. Что нулю соотв®тствуеть буква н легко запо- 
мнить, м же похоже на н, стоить съ нимь рядомъ въ алфавит. 
Г похоже на единицу по начертаню, п часто при смягчент 
переходить въ ж. Буква д выбрана для двойки, какъ началь- 
ная и часто произносится, какъ т. Буква к напомпнаеть три, 
потому что состолтъ изъ трехъ черточекь; съ х она родствениа, 
какъ гортанная. Ч— первая буква слова <четыре» и напоминаеть 
щ. П первая буква пяти и родственна 6. Точно также ш 
папоминаеть шестерку (л приходится просто запомнить), ин в — 
семерку; з— родственна с. В— первая буква слова восемь, ф— 
родственна в. Наконец, р выбрана для девятки, такъ какъ 
напоминаеть ее, если перевернуть ее набокъ; ц-—приходится 
выучить. 

Кавъ ни сыфшны могуть показаться эти мнемоничесвяя 
сближешя, они все же припосятъ огромное облегчене: зная 
пхъ, вы въ одну-двз минуты твердо выучите приведенную 
табличку и навфрно провозитесь надъ ней цфлый часъ, если 
пренебрежете ими. 

„Затвердивъ табличку, вы можете уже изумлять пррятелей ва- 
шей феноменальной памятью не хуже упомянутаго выше фо- 
кусника. Передъ тЪмъ, какъь продиктоваль рядъ цифръ, вы 
вспоминаете какое-нибудь хорошо знакомое стихотвореше и мы- 
сленио замфняете въ немъ вс® согласные звуки соотвЪтствен- 
ными цифрами. Пусть вами выбраны слфдуюция четыре строкн 
изь Пушкина: 

Позть, не дорожи любовю народной, 
Восторженныхъ похвалъ пройдеть минутный ШУмМТ, 


Услышишь судъ глунца и смфхъ толпы холодной, 
Но ты останься твердъ, спокоенъ и угрюмъ. 


Подставляя въ ум, выфсто согласныхъ, отвфчаюция имъ 
цифры, вы диктуете слФдующие ряды чиселъ: 


я 5202916580920 
8729100353865922002060 р 
76667216597032653620 
2720128931530190 
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Если васъ, спустя сколько угодно времени. попросять по- 
вторить продиктованные вами ряды цифръ, то зная, какими 
стихами вы пользовались, вы безошибочно воспроизведете всЪ 
четыре ряда. Если васъ попросять сразу сказать, напримЪръ, 
третй рядт, то вы вспомните третью строчку («услышинь 
судъ глупца...>) н тотчасъ же пазовете всф цифры ряда. 


«Математическое ясновидЪне>. 


Затоворивъ о фокусахъ, разоблачимь тайну еще одного 
весьма эффектнаго фокуса, которымъ ловые «престидижаторы» 
часто морочатъь провинщальную публику. Мы говоримъ о такъ 
наз. «матемалическомьъ ясновид®нш», «мантевизмВ», «чтеши 
мыслей» п т. п. «нумерахъ», которые пересчиеляются въ про- 
граммахъ подобныхъ сеансовъ. Обыкновенно дфло происходить 
такъ. Фокусникъ выводить на эстраду свою «ясновидящую», 
усаживаеть ее въ кресло и, для вящшей благонадежности, за- 
вязываетъь ей глаза. ЗатФиъ онъ еъ аспидной доской спу- 
скается въ зрительный залъ, ходить между кресель п предла- 
таетъ зрителямъ самимъ написать какое-нибудъ число, менышее 
1000. Вогда число нанисано, фокусникъ, оставаясь попрежнему 
среди зрителей, въ партерЪ, обращается къ ясновидящей съ 
просьбой назвать это число—и та тотчась же выкрикиваеть съ 
эстрады это число, словно читая его на аспидной доскФ. 

задаченные зрители пишутъ второе, третье число, въ оба 
глаза слфдять за фовусникомь и «ясновидящей», но ничего 
подозрительнаго не открываютъ: фокусникъ спрашиваеть, — 
«ясновидящая» отвчаетъ. 

Ни ясновидфвшя, ни внушешя, нн чтеня мыслей зд%сь 
однако никавого нфтъ. Нросто-на-просто фокусникь и его по- 
мощница твердо выучили уже приведенную выше табличку: 
обращаясь къ «ясновндящей» съ просьбой отгадать число, онъ 
ловко составляеть фразу какъ разъ изъ такихъ словъ, первыя 
согласныя которыхь означаютъ написанное зрителемъ число. 
Воть и вся тайна этого эффектнаго фокуса. 

Теперь вы и самп сможете произвести сто, разъ Колумбово 
яйцо уже поставлено. Вамъ необходимо только изошщриться въ 
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составлении соотвЪтствующихъ фразъ, въ быстромъ п ловкомъ 
подыскиванйи подходящихь словъ, начинающихся сь пуашой 
согласной. Но прежде всего вы должны какъ-нибудь дать знать 
вашей «ясновидящей», сколько цифрь въ угадываемомъ числЪ: 
одна, двЪ или трп. ДЪло въ томъ, что въ расчегь приниммотся 
всегда только первыя слова фразы, и «ясновидящая» должна 
знать, гдф остановиться. 

Для этого фокусникъь обыкновенно пользуется опять-таки 
разъ навсегда условленными словами. Если задумано однознах- 
ное число, то онъ налинаеть свое обращеше къ помощинцЪ 
всегда съ односложныхъ словечекъ: «А» или: «Воть». Если на- 
писано двузпачное число, то вопросъ начинается двусложнымъ 
обращентемъ: «Ну-ка» или: «Юще». Наконец, при трехзначиомь 
чпелф никакихь условныхъ обращешй не употребляютъ, такъ 
что отсутстые въ началЪ вопроса перечисленныхъ четырехь 
словъ указываетъ, что число трехзначное. 

Теперь продфлаемъ нЪФсколько опытовъ. Пусть написано 
число 34; фокусникъ спрашиваетъ ясновидящую: «Ну-ка, какое 
число написаль этоть господинъ?» (Слово «ну-ка» указываетъ, 
что число двузначное; какое —=3, а число = 4. 

Пусть написано 92. Фокусникъ спрашиваеть: «Еще разъ, 
дружокъ, отгадай-ка!» Еще-—двЪ цифры; разъ == 9; дружокъ=2. 

Написано 4. Фраза: «А что напнсаль теперь этотъ госпо- 
динЪ?> (А— одна цифра, что = 4). 

Налисано 207. Обращенте: «Ты не устала? Какое же число 
сейчась нанисано?» (Отсутствие условныхъ обращешй указы- 
васть на то, что чиело трехзначное; ты == 9, не== 0; устала =7). 

Какъ видить читатель изъ этихъ примфровъ, составлено 
подходящихь обращенй—дЪфло пе Богь вЪсть какое трудное; 
навыкъ прюбрЪтается легко. 

Часто фокусники н?Ъсколько видоизмфняютъ опыть: просять 
зрителя обозначить какое-либо дЪйстве между двумя числами, 
ни миимая асновилящая сразу пронзноспть фрезультатъ (если 
только опъ не больше тысячи). Зритель пишеть, напримЪръ, 
11 Х 14. И ясновидящая сразу отвЪфчаетт 154. Зная секреть 
«мантевизма», легко догадаться, что при этомъ фокуеникъ сна- 
чала мысленно производить въ умф нужныя дЪйстья п зат$мъ, 
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извфетнымь уже способомь, сообщаеть помощницу результатъ. 
Въ нашемъ примфрф онъ можеть обратитьсл къ ней такъ: 
«Голубушка, прикинь, что составляется изь этихь чисельэ» 
(= 1; п==5; ч=4). 

Можно еще боле пзумить публику, если заставить «ясно- 
видящую» сообщать не только конечный результать, по и ука- 
зать, оть какого дЪйстия онъ полученъ—сложеня, вычитания, 
умножешя или дфлен. Для этого опять-таки прибфгають къ 
условнымъ обозначенямъ. Именно, связывають съ тфмь или 
пнымь дЪйстнемь опредфленныя буквы, на этоть разъ-—глас- 
ныя: о обозначаеть сложен, ы или и—вычитане, ю или е— 
дълеше, и, наконець у— умножеше. 

Подобнымъ же образомъ «ясновидящая» можеть угадываль, 
напр., день или годъ рожденя. Ито-нибудь изъ публики пи- 
шетъ эту дату на доскЪ, фокусникъ просить помощнику про- 
честь написанное и получаеть вполнф точный отвфть. ЗдЪсь 
чиело мфеяца и тодъ рожденя сообщаются ей, какъ и всявя 
другая числа, а м®сяць— условной цифрой. Напр. 25 марта == 
— 25 и 3, такъ какъ марть третй мтЪсяца.. 

Хотя гг. фокусники будуть на насъ въ большой претензш 
за то, что мы разоблачаемъ ихъ незамысловатыя професстональ- 
ныя тайны, мы все же разсмотримъ сще одинъ фокусъ. Разъ 
мы забрели въ этоть уголокъ «царства смекалки», то ужъ оемо- 
тримъ его повнималельнЪе. 


Отгадыване камней домино. 


Этоть салонный фокусь обычно также выдають за «чтене 
мыслей». Но «чтеше мыслей» здфсь такого сорта, что вы сами 
можете осуществить его, пе обладая никакимн сворхъестоствен- 
ными способностями. 

Вы заявляете своим гостямъ, что беретесь отгадать заду- 
манный ими камень домино, находясь съ завязанными глазами 
въ дальнемъ углу залы пли даже въ сосБдней комнат%. И дЪй- 
ствительно, когда гости, выбравъ изъ груды камней любую ко- 
стяшку, спрашиваютъ васъ, какой это камень, —вы сразу же 
отвфчаете, хотя не можете видфть пе только камни, но даже гостей. 

ВЪ ЦАРСТВВ СМЕКАЛКИ. 18 
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Объяснен1е фокуса. 


У вась долженъ быть сообщникъ среди гостей, съ которымь 
вы предварительно условились, что личныя и притяжательныя 
м$стоимен1я будуть означаль опредЪленныя числа, именно: 


я, мой—1 мы, нашьр— 4 
ты, твой—2 вы, вашъ—5 
онъ, его—3 они, ихь— 6 


Пусть гостп выбрали камень %/з. Тогда вашь сообщник 
обращается къ вамъ съ такой фразой: «Мы задумали камень, 
отгадайте-ка его!» Еелн нужно «протелеграфироваль», напр., \/, 
то вашъ сообщникъ, улучивъ моменть, вставляеть такую фразу: 
«А я думаю, что вы на этотъ разъ не угадаете». Фраза: «Ну, 
теперь у нась таке камни, что тебф ихъ не угадать» — озна- 
чаетъ 4/5 ит. п. 

Само собой понятно, что имЪютъ значенме лишь первыя 
два м\стоимевя. Для обозначенля бЪФлаго поля также выбн- 
раютъ какое-нибудь слово, напр. сударь: «отгадайте-ка, сударь, 
что мы туть задумали» будеть означать ©/. 

Какъ ни просты секреты этихъ фокусовъ,—ихъ, все же, 
трудно разгадаль. Нужно обладать большой смёткой, чтобы до- 
гадаться, къ какой уловкЪ прибфгь фокусникъ. 


Хитрая механика! 


Воть еще два фокуса, прин ловкомъ исполненш которыхъ 
иной можеть подумать, что здфсь и вь самомъ дёлЪ таится ка- 
кая либо «хитрая 
механика». | 
* Между указа- 
)” тельнымъ и боль- 
а ° Шимъ пальцами Е, 
каждой руки я з 
держу по спичкЪ, —спичку въ лбвой рукВ горизонтально, въ 
правой вертикально; я приближаю руки другь къ другу такъ, 
чтобы спички скрестились (фиг. 125). Теперь я дЪлаю быстрое 
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движен!е руками... и спички опять образуютъ креетъ, но теперь 
горизонтальная спичка находится по другую сторону вертикаль- 
ной (фиг. 126). Снова лфлаю движене рукамп, и спички снова 
находятся въ первоначальномъ положен. Можно повторить этотъ 
фокусь несколько разь, но никто не можеть попять, какъ это 
дфлается. 


Этоть фокусъ, требующий предварительнаго небольшого упраж- 
нешя, производится слфдующимъ образомьъ. Вертикальная спичка 
помфщается головкой внизъ, такъ что поелЪдняя покоится на, 
большомь пальца, въ то время какъ указательный палець они- 
рается о другой ея конецъ. При не- 
большомъ сдавливани этихъ пальцевъ 
спичка пристаеть къ  указалельному 
пальцу. Теперь стоить только слегка 
раздвинуть пальцы, и спичка удержи- 
вается однимъ  указательнымт паль- 
цемъ — какъ бы висить на немъ (фиг. 127). Черезъ получен- 
ное такимъ образомъ маленькй прозорь между спичкой и боль- 
шимъ пальцемь вы быстро и пезамтно для другихь вводите 
п выводите горизонтальную спичку, всяк разь тотчасъ же ва- 
крывая отверсте. 


Фнг. 127. 


* * 
* 


По серединф двухь спичекъ проводять поперечную черту. 
Большимь и указательнымь пальцами правой руки берутъ спички 
такъ, чтобы обф черты были видны сверху (фиг. 128), вел$дъ 
затфмъ тёми же пальцами л%вой 
руки поворачиваютъ эти спички 
на полъ-оборота, вокругъ ихъ ко- 
роткой оси (т. е., принимая черту 
за ось вращеня) такъ, что пальцы 
правой руки будутъ уже касаться 
противоположныхь концовъ спичекъ (фиг. 129). Теперь спраши- 
вають: «черточки —-сверху пли снизу?» Всякй отвЪтить: «снизу», 
и ошибется, если, поворачивая спички вокруг пхъ короткой оп, 
ВЫ ВЪ 10 же время, вт пальцахь л$вой руки, незамтно поверноте 


ихь вокругъ длинной оси (т. е. оси, параллельной длинЪ спичеку,). 
18* 


Фиг. 128. Фиг. 129. 
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Математика, нанъ упражнене въ искусствЪ хорошо говорить. 


ЦЪнность перевода съ иностраннаго языка заключается въ 
умфши проникать въ тайники мысли, изложенной на чужомь 
язык®. Цфнность рисованёя состоить въ наглядиомъ изображе- 
нш точныхь соотношенй частей и перспективы. Цфиность есте. 
ствознаня—въ развитш независимости мысли. ВсЪ эти положе- 
шя извфетны приступающимь къ пзучению премовъ краснор?- 
я, къ выработкВ въ себ» умфнья говорить плавно, убфдителью 
п красиво. Начинаюние свою жизненную карьеру часто говорять 
0 пользВ изучешя перечисленныхь наукъ. Но рЪдко слышно о 
математическихь чтешяхъ и упражнешяхь, какъ объ образцахь 
краснорЪ ия. А между тфмь математика иметь въ этом отно- 
шенш свон несомнфиныя пренмущества передь всфми пазвал- 
нымн пауками п искусствами. 

ЦЪль, къ которой долженъ стремнться говорящий, состошть 
въ томъ, чтобы заставить другихъ сосредоточить вее свое вни- 
мате на мысли и убфждеши оратора, заставить ихъ отвлечься 
оть ихъ собственной личности. И ни въ одной аудитори, мо- 
щеть быть, не достигается эта цфль легче, чфмь въ аудитория 
малемалика. 

Сжалое разсуждеше, точное доказательство, изображене не- 
обходимыхтъ выводов изъ данпыхъ предположенйй приковывают 
и сосредоточивають вс умственныя силы какъ объясняющаго, 
такь п слушающаго. 

Въ кавихъ иныхтъ случаяхъ, изучающий инстинктивно найдеть 
легчайштую возможность въ немногахь словахь пзложить многое? 
Въ какихь иныхЪъ обстоятельствахъ, слФяовалельно, простая, 
ие бьющая на эффекть, но легкая и красивая форма изложеня 
будеть такъ умфстна и плодотворна, какъ здЪсь? Вычурность 
п аффектаци, какъ результаты дурной привычки рисовалъся, не 
пифють здЪсь мЪста и потому быстро исчезають! Между тБмъ 
всЪ друшя особенности умфнья говорить находять здесь при- 
мЪненте п постепенно развиваются при общемь и связномъ тече- 
ши мыслей объясняющаго п слушателей. 

Одинъ паблюдатель, самъ математикъ, говорить, что ему 
удалось отмЪтить ие болфе двухъ примфровъ вычурности въ 
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чтешя и изложеши лекшй по математик$. И въ обоихь слу- 
чаяхъ эта манера исчезла сама собой и незамЪтно. Въ одномъ 
случа женщина-лекторь сдфлала введене въ курсь очень ма- 
нерно и вычурно, но тотчаеъ же невольно перешла, на совершенно 
другой топъ, такъ какъ слушалели обратили ея внимаше н}- 
которыми вопросами на сущность предмета и заставили ее со- 
брать вс силы, чтобы объяснить все нонятно. 

Постоянная необходимость объяспительныхь чертежей пр- 
учаеть лектора и слушателя также кь иллюстралин своихъ мыслей. 

Эффектъ математическаго краспорфия долженъ заключаться 
въ ясномъ, сжатомъ п точпомь выводф изъ извЪстныхь фактовъ. 
Въ таким премамь п къ такому образу мышлешя долженъ 
пр!учаться математикъ-ораторъ. 

Было бы, пожалуй, хорошо, еслибы во всЪхъ нашихь шко- 
лахъ не только такъ называемыхь «точныхь» наукт, но п въ 
школахъ или обществахъ, обучающихъ краснорфчю, было бы 
написано извЪстное изречеше Платона: «Пусть не входить сюда 
никто не знакомый съ геометрией!» 


Рисунокъ изъ «МаграгИа Р\ЬЙозорса» 
(1508 г.). Прежнй абакъ и новыя цифры. 
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